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PODSTAWY AUTOMATYKI — CZESC III

Zakres materialu na 4 kolokwium

1. Regulatory.
2. Ogolne kryterium stabilnosci.
3. Kryterium Hurwitz'a.

Regulatory

Najpowszechniejszy  sposOb w(t) M e(t) obickt y(t) g

u(t)
sterowania  automatycznego T -

regulator

pewna wartos$cig wyjsciowa z
obiektu przy jednym sygnale

wejsciowym  odbywa  sie
wedtug schematu.

Jest to tzw. sterowanie ze sprze¢zeniem zwrotnym (sterowanie w ukladzie zamknigtym).

w(t) nazywamy warto$cig zadang i chcielibysmy aby wartos¢ wyjsciowa z obiektu y(t) osiggata
warto$¢ w(t) lub chociaz nie odbiegla od niej znaczaco. Odejmujac od wartosci zadanej warto$é
aktualng otrzymujemy sygnal bledu sterowania e(t), ktéory wprowadzamy do regulatora
generujacego odpowiedni sygnat sterowania u(t).

Duza cze$¢ prostych obiektéw sterowanych mozemy matematycznie odzwierciedli¢ (czgsto
przyblizajac lub upraszczajac) za pomoca prostych transmitancji (element proporcjonalny, inercyjny

I rzedu, rézniczkujacy, catkujacy, lub ich kombinacje).

Stosujac wlasnosci schematow blokowych mozemy powyzszy schemat sprowadzi¢ do transmitancji

. - _ GelsIGols| | .
W postaci transmitancji Gz(s)— , gdzie GR(S) jest transmitancja regulatora, a
1+G 5] Gols]
GO(S) transmitancja obiektu sterowanego (nazywana transmitancja ze wzgledu na warto$¢

zadang).
Znajac transmitancje G Z(S) mozemy sprawdza¢ jak zachowa si¢ uklad przy zmianach wartosci
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zadanej w(t), np. zadajac w(t) w postaci skoku jednostkowego, liniowo narastajgcego sygnatu,
albo badajac transmitancje widmowa.

Zanim jednak zaczniemy bada¢ caly uktad sterowania nalezy zapozna¢ si¢ z wlasno$ciami samych
regulatorow. Najprostszymi stosowanymi regulatorami sg obiekty o transmitancjach:

Regulator Transmitancja Odp. na wym. skokowe
P k,
1
I Ts
D T,s
. T,s
D (rzeczywisty)
T's+1 na podst. materiatow z zajec
1
k [1+—
PI » s )
PD kp(L+T 5]
1
PID kp(l-l-ﬁ—‘ers

Charakterystyki regulatoréw — na podstawie materiatdéw z wyktadu + z ksigzki str. 208-227

Zadanie 1 (sterowanie predkoscia pojazdu - tempomat)

Obiektem sterowanym jest pojazd z przyktadu 3 (materiaty cz. II) — elementy inercyjny I rzgdu o
_yls]__k,

Cu (S) T Ts+1]
wyjsciem jest predkos¢ pojazdu y(t). Zastosujmy uklad sterowania ze sprzgzeniem zwrotnym z
regulatorem typu P o transmitancji Ggls|=k . Zbada¢ zachowanie uktadu przy skokowo
zmieniajacej si¢ wartosci zadane;.

transmitancji GO(S) gdzie wejsciem u(t) traktujemy jako sit¢ napedowa, a

u(t)

—

Transmitancja obiektu z uktadem sterowania ma postac: O O

G(S): GR(S)GO(S) _ kpko
DT +Gls|Gyls) Ts+l+k,k,

Wymuszenie skokowe: w(¢)=a-1(¢)
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Transformata odpowiedzi na wymuszenie skokowe:

l+k,k,
B _ akPkO _ akPkO T
y(s)—w(s>G(S)_S(Ts+l+kpk0)_(1+kpk0) 1+kpk0
S(S+T)

l+k,k, T
Od razu widzimy, ze uktad z regulatorem P nie jest w stanie osiggna¢ doktadnie warto$ci zadane;j
(méwimy, ze posiada uchyb regulacji), mogli bySmy osiaggna¢ warto$¢ bardzo bliska zadanej
poprzez bardzo duze wzmocnienie regulatora P.

o , ak,k, L4k, k,
Odpowiedz uktadu na wymuszenie skokowe: y(¢)= Tahoh l—exp|————¢

Przyktadowe wykresy dla 7=10, Ko=5, Kp=2, a=1
odpowiedz na wymuszenie skokowe 1 liniowo narastajace
(wymuszenie: niebieskie, odpowiedz: czerwone)

20
1
08 t 1 15 |
06 = 10
-
04
5 L
02
O N | |
0 ' ' ' 0 5 10 15
0 5 10 15 20

¢ t

Warto rowniez sprawdzi¢, co stanie si¢ gdy zadamy wymuszeni harmoniczne — tak wyglada wykres
amplitudowo-czestosciowy dla podanych wyzej parametrow

0
10 |

20 F
30 0t
a0 |
B0t
B0t
_70 . . . .
0.01 0.1 1 10 100 1000
wilog)
O=Tgem PO ez QO oo A=

m
2,
£
—
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L{w) [dE]

Przyklad 2

Obiektem sterowanym jest elementy inercyjny I rzgdu o transmitancji GO(S)Z—

Zastosujmy uktad sterowania ze sprze¢zeniem zwrotnym z regulatorem typu PI o transmitancji
Grls)=kp+k i Zbada¢ zachowanie uktadu przy skokowo zmieniajacej si¢ wartosci zadane;.
Transmitancja obiektu z uktadem sterowania ma postac:

L GelsIGols) ke pkgstkk,
C1+Gls|Gols) Ts*+(1+k,ky)s+k,k,

G.[s]

Wykres amplitudowo-czestosciowy, odpowiedz na wymuszenie skokowe oraz liniowo narastajace
dla przyktadowych parametréw

T=10,k,=5k,=2,k=2

10 14
0 12t /‘\
210} 1
20 0+
08}
230 =
> 06
A0 L
04
B0t
02
80 ' - ' -
001 01 1 10 100 1000 0
0 5 10 15 20
wilog)
t
20 : : :
15 :
= 10 :
Y
5 L |
[:I 1 1 1
0 5 10 15 20
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L{w) [dB]

T=10,k,=5,k,=2,k;=10 (wigksza stata k; wzmocnita dziatanie catkujace)

10 : : : : 16 :
0 _ 14 {\
12 }
10 | 1 PN
o0k )
£ 08| \/
300 | 06 |
-40 1 04
50 b 1 02
-60 - - - - 0 - - -
0.01 0.1 1 10 100 1000 0 5 10 15
w(log) t

20
15 |
10 }

5 L

0

0 5 10 15 20

t
Przyklad 3

Obiektem sterowanym jest elementy rdzniczkujacy o transmitancji GO(S )ZyES))ZkOS.
uls

Zastosujmy ukfad sterowania ze sprzezeniem zwrotnym z regulatorem typu P o transmitancji
GR(S ):K P

Wykres amplitudowo-czestosciowy oraz odpowiedz na wymuszenie skokowe dla przyktadowych
parametrow K,=3,K ;=2

09
08 }
07
06 |

04 t
03 t
02 t
01

L(w) [dB]

0.01 0.1 1 10 100 1000 ] 5 10 15
wilog) t

Powyzsze wykresy pokazuja, ze regulator typu P nie bedzie prawidtowo funkcjonowal w przypadku
statego sygnatu zadanego, i sprawdzi¢ si¢ moze tylko przy sygnatach harmonicznych wysokiej
czestotliwosci.
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L(w) [dB]

Przyklad 4

s
Obiektem sterowanym jest elementy rdézniczkujacy o transmitancji GO(S):i:ES)) =k,s.
Zastosujmy ukfad sterowania ze sprze¢zeniem zwrotnym z regulatorem typu PI o transmitancji

1
GR(S):KP'I-KZ‘; . Wykresy dla parametrow: K,=3,K ,=2,K,=5

0.99
098
097
= 096
0.95
094

0.0 0.1 1 10 100 1000 093

wi(log) 0 5 10 15
t

Przy wymuszeniu skokowym 1 niskich czgsto$ciach wymuszenia otrzymujemy niewielki uchyb
sterowania, ktory nie wystepuje jednak przy wysokich czgstosciach.

Inne informacje o regulatorach

W praktyce zdarzaja si¢ modyfikacje transmitancji regulatoréw, np. powszechnie stosowany
o : 1

regulator PID bywa tez budowany z transmitancja w postaci & ,+k ,»;+k 45 - Regulator PID moze

by¢ w dos$¢ tatwy sposob zrealizowany za pomocag analogowych uktadow elektrycznych, ale

najprosciej 1 tanio mozna zrealizowac go cyfrowo za pomoca dowolnego mikrokontrolera.

Realizacj¢ praktyczng algorytmu PID w pewnym ukladzie sterowania mozemy opisa¢ za pomoca
pseudokodu:

dt = 0.1

p_btad =0

suma = 0

start:
btad = wartos¢ zadana - warto$¢ zmierzona
suma = suma + blad * dt
pochodna = ( btad - p biad) / dt

wyjécie = Kp* btad + Ki*suma + Kd*pochodna
p_btad = biad

wailt (dt)

goto start
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W celu doktadniejszego zbadania procesu sterowania ze sprzezeniem zwrotnym istnieje czgsto
potrzeba uwzglednienia transmitancji elementu pomiarowego

Mﬁ)ﬂ regulator u(t): obiekt Yy »
) y(® !

urzadzenie pomiarowe

W celu doktadniejszego zbadania procesu sterowania ze sprzgzeniem zwrotnym istnieje czesto
potrzeba uwzglednienia transmitancji elementu pomiarowego

Mﬁ)ﬂ regulator u® »  obiekt ¥y >
) y,(0 !

urzadzenie pomiarowe

Zdarzaja si¢ réwniez sytuacje, w ktorych ze wzgledu na precyzje sterowania konieczne jest
dodatkowe uwzglednienie wptywu sygnatéw zaktocajacych np. proces pomiarowy czy tez proces
sterowania

z,(t)
Mﬁ)ﬂ regulator u(t)+ yx() obiekt Yo,

¥, (1) Y

. y,(t) : .
< LlI'ZE}dZCIllC pomlarowe
J:\T) +
z,(t)

Wypisujac istniejagce w powyzszym ukladzie zaleznosci
ys)=x(5)G,(s), y.(s)=p,(s)+z,(s). »,(s)=p(s)G,(s). es)=w(s)=y.(s),
u(s)=e(s)Gyls) . x(s)=u(s)+z,(s)

mozemy poda¢ zalezno$¢ na transformate sygnatu wyjsciowego
G

y<S>:(1+(;p—é;R(;o)<(W_Zl)GR+ZZ)
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Badanie stabilnosci

W mechanice ogolnej spotykamy sie z pojeciem stateczno$ci — uklad stateczny wraca do potozenia
rOwnowagi po wytrgceniu go z tego potozenia. W automatyce postugujemy si¢ merytorycznie
zblizong definicja stabilno$ci — pewien uktad liniowy jest stabilny, jesli przy istnieniu
ograniczonego wymuszenia (wejScia) otrzymujemy ograniczong odpowiedz (wyjscie). W
szczegllnym przypadku przy braku wymuszenia ukltad ma ograniczong odpowiedZ czgsto
zbiegajacg do stalej wartosci.

Badanie stabilno$ci moze dotyczy¢ zardwno pojedynczego obiektu z wejsciem i wyjsciem, jak
rowniez bardziej nas teraz interesujagcego ukladu automatycznej regulacji, gdzie wejsciem jest
warto$¢ zadana lub sygnat zaktdcenia, a wyjsciem wartos¢ regulowana.

Czesto rozpatruje si¢ rowniez stabilnos¢ ukladu automatycznej regulacji rozwazajac wplyw
zaklocenia na prace uktadu i jego zdolno$¢ do powracania do stanu ustalonego po zaniku
zakldcenia.

W praktyce ocena stabilnosci wigze si¢ ze sprawdzeniem postaci pierwiastkéw réwnania
charakterystycznego danego ukladu — réwnanie to powstaje poprzez przyrdwnanie do zera
mianownika transmitancji uktadu.

Uklad o  transmitancji G(s)= (5) s—s gdzie §; jest  pierwiastkiem  réwnania
9

charakterystycznego (nazywamy je biegunem). S; jest pewna stalg liczbg rzeczywista lub
zespolong.
Odpowiedz tego ukladu na wymuszenie impulsem jednostkowym  x(z)=08(¢) ma postaé

y<f>=x<s>G<s>=Ll{a}L‘[s_ls }:1(:)5«

1

Po rozwinigciu na czg$¢ rzeczywista i urojong i1 zastosowaniu wzoru Eulera otrzymujemy
y(t)ze(“‘”b‘)[:e“‘tejb'tze”"(cos blt+jsinblt). Widzimy, ze cze$¢ wurojona pierwiastka
roOwnania charakterystycznego odpowiada za oscylacje rozwigzania ogolnego, a czes¢ rzeczywista
pierwiastka odpowiada za stabilno$¢ uktadu — uklad jest stabilny, gdy a,<0, a niestabilny, gdy
a,>0. Warunek ujemnych wartoSci cze$ci rzeczywistych  pierwiastkow  rownania
charakterystycznego nazywamy ogélnym warunkiem stabilnosci (jest to warunek konieczny i
wystarczajacy).
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a,<0 a,=0 a,>0
1 1 150
08 08
P 08 100
0.4 gg 50
s 02 S o S 0
b>0 ¢ °f g oo 2
0.2 aa 50
0.4 06
100
06 08
bl< 0 0.8 1 150
0 2 a 5 8 10 0 2 4 5 8 10 0 2 4 6 8 10
t t t
1 1.01 160
09 140
gg 1.005 120
o 06 = o 100
£ os > L i
Y o o
¢ o4 & )
b =0 0.3 0.995 40
! o "
0 0.99 0
o > 2 A 5 0 0 2 a 6 8 10 0 2 4 5 8 10
t t t
Przyklad S

Zbadac stabilno$¢ zamknigtego uktadu ze sprzezeniem zwrotnym, zawierajagcego element inercyjny
IT rzgdu oraz element proporcjonalny.

x® + _ 1 y®o

_ _s2+4s+4

Gz(s)zz Y

Transmitancja zastgpcza catego uktadu:

)G 1 L
G(S)_x(s)_1+G1G2_s2+4s+6_(S—51)(S_S2)

Pierwiastki rownania charakterystycznego: s,=—2—2+/ 2, 5,==2+2j

R(s,)<0 A R(s,)<0 = uklad jest stabilny z ogdlnego warunku stabilnosci.
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Przyklad 6

x(t) I O
Poda¢ warunek na warto$¢ parametru &, aby G,(s)= 79—1 -
uktad spetniat ogélny warunek stabilnosci. -

G2 ( S ): k P y
) ) y(s) G, 5 1
G = = ==
Przeksztalcamy transmitancje G(s) (s) " 14G,G, 2 1 s )
2 27

2 2°°

. : : 1
Uktad bedzie stabilny, gdy R(s;)<0, co nastapi gdy p>§

. . 1 5
Pierwiastek rownania charakterystycznego uktadu: s,= ( ——=k )

Warto zwrdci¢ uwage, ze obiekt o transmitancji G,(s) jest sam w sobie niestabilny, a ujemne
sprzezenie zwrotne poskutkowato stabilizacjg tego uktadu.

Warto obejrze¢ jak wyglada odpowiedz ukladu na wymuszenie skokowe dla przyktadowych
wartosci &,

kPZ% (uktad niestabilny) kp:% (uktad stabilny)

140 25

120 | 3 |
100 | 25

80 | 2 |
- 60 ¢ ESY-
40 1

20 t 05 /
0 0
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Kryvterium stabilnosci Hurwitza

Poniewaz obliczanie pierwiastkbw wielomianu bywa klopotliwe dla jego wyzszych rzedow
mozemy postuzy¢ si¢ kryterium Hurwitza — uklad o réwnaniu charakterystycznym postaci

n
z a,s'=0 ma ujemne cze$ci rzeczywiste pierwiastkow tego rownania, gdy dla rzedu rownania
i=0

n wszystkie wspolczynniki a; sa dodatnie i wszystkie podwyznaczniki wyznacznika

gléwnego A, sa wieksze od zera

a, 0 0 0 O

an—3 an—2 a a

n—1

a n—1 an O
Al _[anfl] AZ: " ' ] A3: a, 3 4,5, 4, itd
an73 an72
a, s 4,4 4,3
Przyklad 7
e Y o 55+3 '
Sprawdzi¢ stabilno$¢ uktadu o transmitancji G(S )22— z warunku Hurwitz'a.
10s°+3 s+1
Przyklad 8
3s—5

Sprawdzi¢ stabilno$¢ obiektu o transmitancji G(s)= z warunku Hurwitz'a.

S +452+35+10

Przykiad 9
Sprawdzi¢ stabilnos¢ obiektu o transmitancji Gl(s)= 1 T z warunku Hurwitz'a.
3s +4s5"+65 +45+5

Przykiad 10 T

W) 4~ O |G, (5)=—— [ ut) |G, (s)=—25*3 | ¥(O) |
Sprawdzi¢ statecznos$¢ uktadu '\[ 10 : 10s +3s+1 :

5
= Yy
Gils)=575
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ImG

Kryvterium stabilnoSci Nvquista

Szczegdlne Kryterium Nyquista: zamknigty uktad ze sprze¢zeniem zwrotnym jest stabilny, jesli
charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego omija punkt o wspotrzednych zespolonych
(-1, 0j) majac go po lewej stronie.

Kryterium to fatwo udowodni¢. W(t) 4+~ e(t)
Dla  ukladu  zamknigtego >
transmitancja  ma  postac -

G (s) GR(S) GO(S) y

u) ¥

obiekt >

regulator

T 1+Gg[s)Gols]
Uktad bedzie zatem niestabilny, gdy mianownik tej transmitancji bedzie rowny zero, a to ma

miejsce gdy Gr,G,=—1. GG, jest  transmitancja  ukladu otwartego
y(s)
G = =G,G
otw(s) W(S) RO
Przyklad 11
2
Dobra¢ wspotczynnik k z warunku na w(t) ) e(t) Gl(s):3—2 y(®) .
stabilno$¢ wedtug kryterium Nyquista. _T SH35 +s+1
( ) a(t) Gz(S):k y
als 2k
G = =G G=—
onl5) wis) 177 S350 4541
2k—6ko’ 2k’ —2kw
Plo)= w)=
() (1-30)+(o—’) Olw) (1-30 ) +(o—w’)
O(w)=0 dla w=0i w=1 , P w=-—|=0
’ V3

P(w=1)=—k, uklad bedzie stabilny, gdy P(o=1)>—1, czylidlak<1.

Przyktadowe wykresy transmitancji widmowej uktadu otwartego:

k=0,5 (uktad zamknigty stabilny) k=2 (uktad zamknigty niestabilny)
05 5
0t ol
05 20t
1 - it
= o
15 | - O
8|
2L
100+
25 : : : : 1 , , , ,
15 1 05 0 05 1 15 s P - 0 5 P

Re G Re G
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ZADANIA POWTORZENIOWE

Przyklad 12
3s5—5

85 +4 5> +s+10

Sprawdzi¢ stabilnos¢ uktadow z kryterium Hurwitz'a:

Przyklad 13

Dobra¢ parametr k aby uktad byl stabilny z kryterium Hurwitz'a:
ks 2

45 +35°+ks+1 25 +ks'+(1+k)s+3

Przyklad 14
wi) 1 ~e0]| G (s)=k (VO] G (s)=—— [yO_
Dobra¢  wspotczynnik  k i ] s+2 ]
stosujac  og6lny  warunek a 1 v
stabilnosci. G, (S ): —
s+6
(S):—GrGa = :—ks+6k
= 1+G,G,G, T S +8s+12+k
A=16—4k
A>0 dla k<4
5= w =—4—4—k - czgsé rzeczywista zawsze ujemna
5,= _—8"#;6_ 4k =—4+V4—k - cze$¢ rzeczywista ujemna tylko gdy A>—12
podsumowujac k€(—12,4)
A=0 dla k=4
s;=—4 - cze$é rzeczywista zawsze ujemna

podsumowujac k=4

A<O0 dla k>4
_ —8-+16—4k _ JaF= N y . .
Sl_f__él'_ 4—k=—4—jVk—4 - czesC rzeczywista zawsze ujemna
slzw:—4+¢4—k:—4+j\/k—4 - czg$¢ rzeczywista zawsze ujemna

podsumowujac k >4
Podsumowujac wszystkie warunki otrzymamy stabilno$¢ uktadu dla k>—12. Nalezy jednak

zauwazyé, ze dla k€(—12,4) zachowanie ukladu ma posta¢ eksponencjalng, a dla k>4
zachowanie ma charakter oscylacyjny.
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Przyklad 15

Stosujac kryterium Hurwitza | YO O G (5) |0 G,(s) y®
dobra¢  wspotczynnik T _\r
regulatora  proporcjonalno- y
rozniczkujacego aby uktad byt
stabilny.
1
s
G (s)=4 G,(s)=———
A(s) Ts+1 (s) S +2 57 +s+1
GG
Gz(S):l_l_GrGoG = 4 3 4S 2
rTolp  AyuS +a35 +612S +a15+ao
gdzie: a,=T, a;=2T+1, a,=T+2, a=T+5, a,=1
Pierwszy warunek: @,>0, a;>0, a,>0, a,>0, a,>0 bedzie spelniony dla T>0.
A=[a]>0 - 2T+150 — T>—%
A=%D 4|=T742>0  dlakazdego T
a, a, 40
B 30
. o 20
a,, a, 0 co0
A=la, s a,, a,,|FT+T°=2T+9>0 dlaT>283 £ |
ay,s A,4 4,3 E 0
) 30
40
4 -2 1 2 3

Ostatecznie aby speinione byly wszystkie warunki stata T

musi spetnia¢ warunek T > 2,83.
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