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PODSTAWY AUTOMATYKI — CZESC I

Zakres materialu na 3 kolokwium lub prace domowg

1. Réwnania elementéw automatyki i ich transmitancje operatorowe. Elementy: proporcjonalny,
inercyjny I-go rzedu, catkujacy, rdézniczkujacy, oscylacyjny i opozniajacy. Odpowiedzi na
wymuszenie skokowe oraz charakterystyki czestotliwosciowe.

2. Algebra schematow blokowych. Polaczenia elementéw automatyki szeregowe, rownoleglte 1 ze
sprzgzeniem zwrotnym.

WSTEP TEORETYCZNY

Prosze w pierwszej kolejnosci zapoznac si¢ z materiatem z wyktadu

Przed przystgpieniem do zadania automatycznego sterowania obiektami lub procesami nalezy
zapoznac si¢ ze sposobem opisu stosowanym w teorii automatyki i sterowania.

W przedmiocie skupimy si¢ na rozwazaniu obiektow, dla ktérych wyrdézniamy jedng zmienng
wejsciowa (sygnat wejSciowy, wymuszenie uktadu, zazwyczaj bedziemy mogli je zmieniac) oraz
jedng zmienng wyjsciowg (sygnal wyjsciowy, wplywamy na niego poprzez zmian¢ sygnatu
wejsciowego).

Single Input Single Output (SISO)

X\t t

() Obiekt lub proces y,(, )
wejscie wyjscie
input output

Podstawowa teoria sterowania zajmuje si¢ uktadami liniowymi niezaleznymi od czasu (ozn. LTI od
linear time-invariant system).

Jesli  x(t) to sygnal wejsciowy, a funkcja h(-) opisuje dzialanie ukladu, tak ze wyjscie
mozemy obliczy¢ jako y(t)=h(x(t)), to uklad nazywamy liniowym, gdy spelnia wlasno$¢
skalowalnosci oy (t)=ah(x(t))=h(ax(t)).

Uktad jest niezalezny od czasu jesli dla zalezno$ci wyjscie/wejscie y(t)=h(x(t)) spetniona jest
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rowniez zaleznos¢ y(t—t)=h(x(t—7)) dla dowolnego T (czyli funkcja h(-) nie zalezy

jawnie od czasu).

Badajac zachowanie obiektow postugujemy si¢ kilkoma typowymi funkcjami wejsciowymi:
*  sygnat zerowy (brak sygnatu wejsciowego): x(t)=0
* impuls jednostkowy (delta Dirac'a, nalezy kojarzy¢ to bardzo krétkim pobudzeniem uktadu,

np. uderzeniem uktadu mtotkiem):
0, t<0

()= oo, t=0
0, t>0

« skok jednostkowy (funkcja Heaviside'a): 1(t) [O’ (<0 naczana tez: H(t), 1,(t)

1, t>0

0, t<0

* liniowy przyrost sygnatu (funcka Ramp): X (t)= [t />0

* funkcja harmoniczna: X (t)=a,sin(wt)

Transformata Laplace'a

Dana jest ciagla funkcja x(t) lokalnie catkowalna dla t€<0,oo) i taka, ze dla t<O
x(t)=0

Transformate Laplace'a funkcji x(t) definiujemy  jako f x(t)e™dt j oznaczamy
0

L{x(t)}=X(s) ,gdzie S€C jestliczbg zespolona ( s=c+jo , j=V—1 )

Przyklad 1
x(t)=e*", t=0. X(s)=?
2t T 2t —st T (2+5s)t e_(2+5)t ! 1
R i ie: X(s)=Lle“'l=le e =" =l = >-2
ozwigzanie: X(s)=L{e ™= e ™= [ =lim| 2| =0 ()
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TABELA TRANSFORMAT LAPLECE'A

f(t), t=0 F(s)
8(¢) impuls jednostkowy 1
1
1(z) skok jednostkowy "
: 2
sgn(t) signum »
1
! =
s
n!
tn n+l
- 1
‘ s+b
—bt b
lI-e s(s+b)
o)
sin(w¢) S
s
t
cos(wt) .
o)
sinh (o) .
cosh (w¢) s
sSS—w
a'f(t) a-F(s)
i)+ (0) XORTG)
x(t)*y(t) splot X(S)-Y(s)
o 7 (s)-7(0)
Lot (0]
dyzE | $°Y (s)=sy(0)-=
d"y(t) " dn—]y(o) dn—Z (O) -
Y _ — _ —5 0
dtn S ( ) dt"*l dtn 2 y( )
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Przyklad 2

Rozwigza¢ rownianie rdzniczkowe z zastosowaniem Transformaty Laplace'a.

d;fz(t) 3 dZE’)+2Y(f)=1(f> , dyd—(t())zz’ y(0)=3, >0

Po transformacie calego rownania réwnanie rézniczkowe zmienia sie w wielomian ze zmienng
2
1-75+3s
s(s—1)(s—2)

Aby otrzymac rozwiazanie w dziedzinie czasu korzystamy z odwrotnej transformaty Laplace'a. Aby

11 1 1 1
wykorzysta¢ tabele gotowych wzoréw rozktadamy Y(s) na czynniki Y (s)= 5 ;+3 =1 2s5-2

1 1
Po wykorzystaniu tabeli otrzymujemy rozwiazanie Yy (t)= 5 1(t)+3e'— 5 e’

zespolona s, mozemy od razu napisa¢ napisa¢ Y (s)=

Transmitancja (funkcja przejscia ukladu, transfer function)

Dla uktadu liniowego niezaleznego od czasu, o jednym wyjsciu i wejsciu opisanego rownaniem
ogollnym
n n—1 m m—1

d ;tgt) +a, d dt”}igt) +..+ an_ldyT(tt)+any(t): d d);ngt) +b, ddt"')fgt) +...+bm_1d);—(tt>+bmx(t)
po transformacie Laplac'a przy zerowych warunkach poczatkowych

s"Y (s)+a,s" ' Y(s)+..4a, sY(s)+a,Y(s)=s"X(s)+b,s" ' X(s)+..+b,_,sX(s)+b, X (s)
mozemy napisa¢ zalezno$¢ migdzy transformata wyjscia i wejscia, ktdérg nazywamy transmitancja
Y(s) _s"+bys" '+..+b,_ s+b,

~ n n—1
X(s) s"+a,;s" '+..+a,_ s+a,

G(s)=

Znajac transmitancj¢ mozemy szybko obliczy¢ sygnat Time domain
wyjsciowy z ukladu przy dowolnym sygnale >
wejsciowym  (odpowiedz uktadu na dowolne x(t) —» h(t) F—> y(t) = h(t)%x(t)
wymuszenie) korzystajac z zalezno$ci | | T
— Inverse
Y<S>_G(S)X(.S,> o zaplace Japlace
(transformata wyjscia .Z aplace
transmitancja * transformata wejscia) l v |
y(t):Lfl (Y(s)) X(8) —>» H(s) —> Y(s)=H(s)X(s)

Rysunqk ‘obok pokazuje dwie d‘rogi liczenia  Frequency domain

odpowiedzi uktadu y(t) na wymuszenie x(t). Droga

krétgza wymaga koniecznosci rozwie}‘z.ania réwnania Zrédio: wikipedia
rozniczkowe lub dokonania operacji splotu (ozn.

gwiazdka), droga dtuzsza wymaga korzystania z tablic 1 operowania na wielomianach.
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Transmitancje zapisa¢ mozemy rowniez w postaci G (s)

I wtedy 2, 2, ..., Z, nazywamy ,zerami” transmitancji, a P; P, --> P, ,biegunami” (uwaga,
zera i bieguny mogg by¢ liczbami zespolonymi).

Przyklad 3
] . . 2—s5

Obejrzyjmy przykladows transmitancj¢ G (s)= Py

ST+s —
Po znalezieniu pierwiastkow wielomianu z mianownika mozemy transmitancj¢ zapisa¢ w formie
s—2 . .
G = . . =1, =—1-i, =—1+ . =2

(s) (5—1)(s+j+1)(s—i+1) , gdzie bieguny P, D, i, p, i izero

Poniewaz jest to funkcja zespolona, aby przedstawi¢ ja na wykresie musiatby by¢ to wykres
czterowymiarowy. Wykreslimy zatem wykres modulu transmitancji w funkcji parametru
zespolonego s w skali logarytmicznej (skala log. konieczna ze wzgledu na bardzo duzy zakres
wartosci).
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Dla s=z;, warto$¢ modulu transmitancji wynosi zero (czyli — dla skali log.), dla
S=p,,p, lub p; (czyli w biegunach) transmitancja ma warto$¢ +co.

Poniewaz potraktowaliSmy jako niewiadome zaréwno wejscie jak i wyjscie do ukladu, to
transmitancja operatorowa w pehi opisuje jego dziatanie dla dowolnych sygnatow.

Zachecam do przypomnienia sobie o liczbach zespolonych np. z wikipedii.
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_zespolone

Transmitancja widmowa

Transmitancja widmowa charakteryzuje zachowanie ustalone ukladu liniowego przy wymuszeniu

harmonicznym (sinusoidalnym). przy czym modut transmitancji wyznacza stosunek amplitud

sygnalu wyjsciowego do wejSciowego, a argument transmitancji wyznacza przesuniecie fazowe
sygnatu wyjsciowego wzgledem wejSciowego.

Transmitancj¢ widmowa wyznaczamy poprzez podstawienie do transmitancji operatorowej s=jw.

Transmitancje¢ widmowg przedstawiamy na wykresie nazywanym charakterystyka amplitudowo-
czestosciowyg (wykresem Nyquista). Aby sporzadzi¢ ten wykres transmitancje widmowg
rozktadamy na cze$¢ rzeczywista 1 urojong:

Gljo)=Plo] Qo]

1 przyjmujac za parametr czesto$¢ wejsciowego sygnalu harmonicznego @ za wspohrzedne
punktoéw wykresu przyjmujemy czesci rzeczywistg i urojong transmitancji, np.:

Im G(jo)

®=0  Re G(jo)

Wiele informacji niosg tez inne wykresy:
amplitudowo-czestosciowy A(w)=|G(jw)|=vP*(w)+0* (o)

logarytmiczna charakterystyka amplitudowo-czestosciowa L (w) =20log 4 (a))

0(w)

fazowo-czgstosciowy d(w)=arg G(jw)=arctg m

Zatem dla sygnatu harmonicznego wejsciowego X (t)=x,sinwt wyjscie uktadu ma postaé
y(t)=x,A(w)sin(wt+5(w))

Charakterystyka amplitudowo-czgstosciowa odzwierciedla wzmocnienie sygnatu po przejsciu przez

uktad, a charakterystyka fazowo-czgstoSciowa opisuje opdznienie sygnatu wyjsciowego wzgledem

wejsciowego.

W ramach podstaw teorii automatyki niezwykle wazne jest poznanie kilku podstawowych
transmitancji i ich charakterystyk, gdyz wykorzystuje si¢ je do opisu bardzo wielu
uktadow/procesow/zjawisk. W oparciu o te podstawowe transmitancje buduje si¢ rowniez uktady
sterowania automatycznego.
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Element Rownanie elementu Transmitancja Wykres Nyquist'a
proporcjonalny _
(proportional) Y (t) ku(t) k
inercyjny dvls k
I-go rzedu T% +y (] =kult) To+ 1
(first order) !
dyl]
| " 1) Im % (=c
catkujacy lub k Re
(integrator) t s
yle) =k [ ule)dr
0
Im
roézniczkujacy
idealny yle) =k d;’l(t ) ks
(derivative) t 0=0
Re
Im
rozniczkujacy
rzeczywisty T dylt) y(t) =k dult) ks
(derivative with dt dt Ts+1 .
inertia) ®=0 W= Re
Im
opOzniajacy o, —1s ®=0
(delay) y(t) M(t T) ¢ Re
inercyjny II-go 42 vl vl
rzedu, oscylacyjny T d);z( ) +T, J;,E )+ k-
(second order T3s*+T,s5+1
oscillator) +yle)=kult)
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Wykres Nyquist'a

Przykladowa charakterystyka Bodego
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