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PRZYKLAD 1

Wyprowadzenie rownania ruchu
metoda Rownan Lagrange'a 11
rodzaju 1 obliczenie postaci ogolnej
rozwigzania drgan  swobodnych

uktadu (bez uwzgledniania warunkéw poczatkowych).

X X
11k114 2m 41116114 m -
| o] O _o o]

/

Energia kinetyczna ,,wagonikéw” (punktéw materialnych) oraz energia potencjalna spr¢zyn

niewazkich i liniowych:
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pochodne niezbedne do utozenia Réwnan Lagrange'a:
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mi,—kx+kx,=0
dla kazdego z rownan rézniczkowych mamy jeszcze dwa warunki poczatkowe

xl(t:()):xlo ) xz(t:()):xzo’ x'1<t=O):v10, x2<t:O):V20

Powyzsze rownania rozniczkowe zapisujemy w postaci macierzowej:

2m O j(.:l + 2k _k xl _ O

0 mlx| |-k kx| [0 ub M X+ KX =0

Przewidujemy rozwigzanie — ruch harmoniczny obu cial z r6znymi amplitudami i niewiadoma

jeszcze czgstoscia (rozwigzanie ogdlne rownania jednorodnego; drgania swobodne nietltumione):

x,=A,sin(wt+g) ,

. Iub X =Asin(wt+q)
x,=A,sin(wt+q)

Liczymy pochodne rozwigzania aby podstawi¢ je do rownan ruchu:
(.
¥, =A,mcos(wt+q) :
: lub X=Awcos(wt+q)
X, =4, cos(wt+q)
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X,=— A4, w sin(wz+¢q) - 5 .
f,=— A, 0’sin (014 Iub X=—Aw sin(wt+q)
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Upraszczamy pami¢tajgc, Ze mnozenie macierzy nie jest przemienne
oolom ool |2k -kl 4] _lo
(—w”) o o HCE ) sin(wt+q)= 0
2
2k=2mo K Usin(wt+g)= 0
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Aby powyzsze bylo spetnione musi zerowac si¢ iloczyn macierzy, ktore oznaczymy jako B i A

BA=0 ()



Warunkiem zerowania powyzszego iloczynu jest zerowy wyznacznik macierzy B

(lub inaczej, powyzsze jest jednorodnym uktadem réwnan liniowych)
det B=0
(2k—2mo’)(k—mw’)—k’=0
wprowadzamy parametr ) — w2 - interesujg nas rzeczywiste nieujemne czgstosci w liczbie

rownej liczbie stopni swobody uktadu. Po uproszczeniu rozwigzujemy rownanie kwadratowe:
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Matematycznie pokazali$my, ze dla proponowanego rozwigzania harmonicznego moga wystapic¢
dwie czesto$ci drgan uktadu. Uktad ma tyle czesto$ci drgan ile stopni swobody. Rozwigzanie

réwnan ruchu musimy teraz zmodyfikowaé aby uwzgledni¢ obie czestosci:
X, = Ay sin(w, 1+, )+ A,sin (@, 1+@,)
X,= Ay sin (0, 1+¢, )+ Ay, sin (0,1 +¢,)
(uwaga, poniewaz ten plik przygotowany zostat w poprzednich latach to oznaczenia indeksow

amplitud mogq roznic si¢ od tych na zajeciach, ale nie ma to wplywu na wynik)

Rozwigzanie zawiera 6 niewiadomych, a dost¢pne sg tylko 4 warunki poczatkowe. Skorzystamy

zatem jeszcze raz z robwnania (%) i podstawimy do niego znane juz czestosci:

2k—2maw;  —k |[4,]| [0

(1)1:> X =

2
Po uproszczeniu otrzymujemy jednorodny uktad rdéwnan liniowych z niewiadomymi amplitudami.
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Po przemnozeniu macierzy mozemy zauwazyc¢, ze jest to uklad nieoznaczony, jego wynikiem jest

zalezno$¢ miedzy zmiennymi — proporcja migdzy amplitudami drgan obu ciat z pierwsza czgstoscia

V2k A, —k A, =0
Ay =V24
—kAll+gkA21:0 = Ay =24,

Powtarzamy operacje dla drugiej czestosci:
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Korygujemy ostateczne rozwigzanie o wyznaczone zaleznos$ci, posiada ono teraz tylko 4

niewiadome ktore znajdujemy z podstawienia konkretnych warunkéw poczatkowych.
x,(t)= A, sin(w, 1 +@, )+ 4,,sin (0,1 +¢,)
x2<t):\/§A11 sin (mlt"'%)_\/iAlein (mzt"'(Pz)

x,(¢)|_| 1 A, sin 1 -
= sin(w, 1+, )+ A, sin(w,t+@,)
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Widzimy, 7e kazd ikow” ukladu k ek .
y, ze kazdy z ,,wagonikow” uktadu o "

moze drga¢ z dwiema czgsto$ciami, przy l l l l —0 l l l l 0

czym amplitudy drgan drugiego sg wigksze

(co wynika z jego mniejszej masy przy podobnych sztywnosciach).

Uklad moze wigc drga¢ z dwiema charakterystycznymi postaciami drgan o réznych czestosciach.
Pierwsza posta¢ drgan to ruch obu wagonikéw w jedng strone z czestoscig 1 . Druga postaé
drgan to ruch harmoniczny wagonikoéw w kierunkach przeciwnych z czestoscig  ©,.

-- tu prosze zajrze¢ do materiatow z wyktadu (postacie drgan, wspotczynniki wptywu) --
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Tu mamy do czynienia ze specyficzng sytuacjg — zerowanie si¢ czg¢stosci drgan wtasnych. Oznacza

ona mozliwo$¢ poruszania si¢ ukladu jako cialo sztywne bez drgan. Nie mozemy juz zatem

przewidzie¢ takiego rozwigzania:

X1= . (p1)+A12Sin((D2t+(p2)
xX,=4,, 8l +cp1)+Azzsin(m2t+cp2)

Prawidlowe rozwigzanie ma postac:

x1:A11(1+Bt)+A125in((D2t+CPz)
x2=A21(1+Bt)+A228in(002t+cp2)

Nadal mamy 6 niewiadomych a 4 warunki poczatkowe. Tak jak poprzednio podstawiamy czestosci

do uktadu i wyznaczymy proporcje migdzy amplitudami.
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Po uwzglednieniu otrzymanych proporcji miedzy amplitudami mamy ostateczng posta¢ drgan:

xle“(l+Bt)+A21sin(u)2t+cp2)
x,=A,, (1+Bt)— A4, sin(w,t+q,)
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PRZYKLAD 3

7 7 ¢g
Przyktad uktadania rownan ruchu uktadu dwoch wahadet
matematycznych potaczonych sprezyng, przy zatozeniu :
. k L/2)
matych katow. L
Wspotrzedne uogolnione: katy obrotu wahadet wzgledem
pionowego potozenia rownowagi (@, @, ! o
1 . 2 1 . 2 1 2.2 1 2.2
E=sm(@ L) +-m(@,L)=mL ¢ +-mL ¢,
2 2 2 2
E =E +E ,

dla energii potencjalnej sprezyny zalozono od razu male katy podczas jej odksztalcania:
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dla energii potencjalnej grawitacji nie wolno od razu zaktada¢ matych katow:
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Dla uktadéw o duzej liczbie stopni swobody wykorzystujemy juz tylko zapis macierzowy.

MX+KX=0
X = Asin(wt+q)
M(—o’)Asin(wt+¢) + K Asin(wt+¢) =0
(—(Jon + K)Asin(u)t+cp) =0
(K—AM|]A=0

det (K - M ) =0 lub wartosci wlasne macierzy (K M _1)

\\\\K‘x‘////
Y

(K—MM)AZ =0 w  wektory wiasnemacierzy(KM_l)

\/

A, A, ..

da A\, #0
X = A,sin(VA t+@,) + A,sin(VA,t+@,) + ...

Obliczanie czgstosci drgan 1 postaci drgan mozna zastapi¢ matematycznymi operacjami szukania
wartos$ci wlasnych i wektorow wiasnych macierzy KM™'. W programach do obliczen

matematycznych funkcje te odnajdziemy pod nazwami np. eigenvalues(...), eigenvectors(...).



PRZYKLAD 4 X X
Ik 2 :
" > " > Fsin(vi)
Uktad z wymuszeniem sita —/l/l/l/l/'— —
harmoniczng. O __ O D O
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Pelne rozwigzanie ruchu tego uktadu sklada si¢ z rozwigzania ogodlnego réwnania jednorodnego
(drgania swobodne, spetnienie warunkéw poczatkowych) i rozwigzania szczegdlnego réwnania

pelnego (drgania ustalone spowodowane wymuszeniem).

X<t) = Xog.jedn.(t) + st.pel.(t)

Rozwigzanie ogo6lne znamy z poprzedniego zadania:

A, (1+Bt)+ A, sin(w,t+,) e 2&
. 2_

A, (1+Bt)— A, sin(w,t+q,) m

08

Rozwigzanie ustalone przewidujemy w tej samej postaci funkcji harmonicznej co wymuszenie, ale
o roznych amplitudach drgan obu ciat i z mozliwoscig op6znienia w czasie odpowiedzi uktadu
wzgledem wymuszenia.

X, (0)="1|=|S

Xy 2

Sin (V I+ 6) , ale w ukladzie bez thumienia O =1{)

Rozwigzanie szczegdlne musi spetnia¢ rownania ruchu uktadu, zatem podstawiamy je do (***)
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Mamy teraz do rozwigzania niejednorodny uktad rownan liniowych postaci:
SC=F

Skorzystamy z metody wyznacznikow — wzorow Cramera

(mozna tez uzy¢ np. metody eliminacji Gaussa):

A=detS = (k—mv)(k—mv’)—k’ =

= K= 2kmv+m v =k = m’Vv* VZ—&)

m
0 —k
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c— —k - F| —F (k—mv?) B —F,(k—mv?®)
2 A B A - m* v (v’ —2k/m)

Ostatecznie rozwigzanie ustalone mozemy zapisaé w postaci:

: . ( t)
Sin{v
mzvz(vz—Zk/m) k—m V2

X,(t)=
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Tak przedstawiajg si¢ wartos$ci wspotczynnikéw C w funkcji czgstosci wymuszenia (dla

przyktadowej wartosci drugiej czgstosci drgan wlasnych tego uktadu rownej 1:
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Czesto kresli si¢ wykresy wartosci bezwzglednej wspotczynnikow C, czyli amplitud drgan obu

wagonikow z przyktadu. Ciagla linig oznaczono fragmenty gdzie wartosci wspotczynnikow sa

ujemne - wystepuja drgania uktadu w przeciwfazie do wymuszenia.

= A, (1+Bt)+

X)

Zapis pelnego rozwigzania drgan tego uktadu:

A21
_AZI

—F k

m° v (v’ =2klm)
—Fo(k—mvz)

m° v (v’ =2klm)

: 2k
sin (1| =—¢+q, )+

m

sin(v¢)

Dopiero teraz mozemy wykorzysta¢ warunki poczatkowe:

xl(o):xm’ xz(o):xzo’ x1<0):V10’ xz(()):"zo



PRZYKLAD 5
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Powyzsze wykresy amplitudy drgan tego uktadu pokazuja, Ze istnieje pewna czgsto$¢ wymuszenia,
przy ktoérej oddzialywanie dynamiczne eliminatora rownowazg sit¢ wymuszajaca drgania obiektu co

prowadzi do zerowych amplitud jego drgan.

prosze zwrocic¢ uwage na wplyw Humienia na charakterystyki amplitudowe, co byto na wyktadzie

Sebastian Korczak, 17.05.2013
aktualizacja: 16.05.2014
aktualizacja: 21.05.2015



