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MODEL MATEMATYCZNY pewnego ukladu opisany za pomocg roéwnan ruchu oraz warunkow
poczatkowych mozemy rozwigza¢ w dziedzinie czasu i dokona¢ analizy tego rozwigzania.
Alternatywng metoda jest przej$cie do zmiennych fazowych - zmienna zalezna od czasu i jej
predkos¢. Metodg plaszezyzny fazowej stosujemy gtownie do uktadoéw o jednym stopniu swobody.

W uktadzie autonomicznym czas nie wystepuje jawnie w rownaniach ruchu, np.:

m(t)+cx(t)+k, x(t)+k,x’(£)=0

Przyktad uktadu nieautonomicznego:
mi(t)+kx(t)=Acos(wt+ fi)
Uktad zachowawczy to taki, ktory w czasie ruchu zachowuje swoja catkowitg energie, zatem w

uktadzie nie ma ttumienia i sit zewnetrznych. Ogolna posta¢ takiego uktadu:

%(t)+F (x)=0



OSCYLATOR HARMONICZNY NIETLUMIONY
reprezentacja drgan na plaszczyznie fazowej

mi(+kx(t)=0. m>0. k>0
x(1)

Liczymy energi¢ potencjalng uktadu catkujac sile potencjalng sprezystosci po odksztatceniu (czyli
liczymy prace wykonana podczas rozciagania lub $ciskania spre¢zyny, a praca ta zamienia si¢ w
energi¢ zmagazynowang w sprezynie):

X 2 1 E
Ep:_([kde:lk%L ; ’

Zauwazamy przy okazji, ze sila w sprezynie jest pochodng energii

L dE ,
potencjalnej uktadu F =kx=—=%=K
dx P X

Podobnie postgpujemy wyznaczajac energi¢ kinetyczng uktad - liczac prace sity bezwladnosci
(dla uproszczenia uzyto tu catki nieoznaczonej i pomini¢to stalg catkowania)

Ek=f mfcdemf vdx=mf %dx:mf vdv:%mv2

Poniewaz uktad ten jest zachowawczy, mozemy zapisac:
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Stala B jest calkowita energiag uktadu i zalezy od warunkéw poczatkowych. Ruch ukladu
przedstawi¢ zatem mozemy na plaszczyznie fazowej (przemieszczenie, predkos¢). Dla wybranych
warunkow poczatkowych otrzymujemy trajektorie eliptyczne parametryzowane czasem.
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srodek/centrum (stateczne polozenie rownowagi)



mi(t)+kx(t)=0, m>0, k<0

E
Analogicznie jak w poprzednim przykladzie otrzymamy trajektorie '
V_z — x_2 =1 X
opisane wzorem ) B B
m k
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siodlo (niestateczne polozenie réwnowagi)

Przy okazji zwracamy uwagg, ze trajektorie fazowe majg pewne szczegdlne wtasciwosci:

- gbérna potptaszczyzna zawiera trajektorie o dodatniej predkosci, dlatego tez trajektorie muszg tam
by¢ skierowane w prawo,

- dolna poélptaszczyzna zawiera trajektorie o ujemnej predkosci, dlatego tez trajektorie muszg tam
by¢ skierowane w lewo,

- dla predkos$ci rownej zero (0$ pozioma) nie zmienia si¢ przemieszczenie, dlatego tez trajektorie
przecinajg o§ pozioma przemieszczenia pod katem prostym.

OSCYLATOR HARMONICZNY TLUMIONY k
s m
mx(t)+cx(t)+kx(t)=0, m>0, c>0, k>0
x(t)
%(t)+2hx(t)+oix(t)=0 ¢
h<w, tlumienie podkrytyczne h=w, tlumienie krytyczne i nadkrytyczne
ognisko, stateczne potozenie réwnowagi wezel, stateczne potozenie rbwnowagi

(spirala logarytmiczna) przyktadowa trajektoria

przyktadowa trajektoria




ROZNE RODZAJE SPREZYN

liniowa progresywna
F(x)=kx, k>0 F(x)=k,x+k, X, k>0, ky>0
Ep Ep
X X
degresywna niesymetryczna
F(X):klx—k2x3, ki>k,>0 F(X)Zklx+k2x2, ki>k,>0
E E
p p
X X
WAHADEO MATEMATYCZNE BEZ OGRANICZENIA MALYCH KATOW
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Réwnanie ruchu: ¢ (t)+ T singp=0 ¢
dE
d_xp: % sin ¢
_ g niewazki pret
Ep——ECOSCp o diugosci L
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.. .. . . kt material ]
Minimum energii potencjalnej dla: pUTKL MATEriammy o maste m

¢=—4n, —2n,0,2n, 4m,..
- beda to stateczne potozenia rownowagi (wahadto w dolnym potozeniu).

Maksimum energii potencjalnej dla: ¢=-3m, —x, 0, @, 37,...
- beda to niestateczne potozenia rownowagi (wahadto w gérnym potozeniu.



Po polaczeniu, pelen portret fazowy ukladu:

Zagadka: jak wyglgda portret fazowy dla ukiadu: mx(t)+cx(t)=0, m>0, c¢>0

OSCYLATOR HARMONICZNY NIETLUMIONY ZE SPREZYNA NIELINIOWA

mx(t)+k,x(t)+k,x’(t)=0 - tego typu zadania nie rozwigzemy matematycznie w sposob Scisty
(w sensie wyznaczenia rozwigzania ogolnego x(t)). Mozemy jednak napisa¢ energi¢ catkowity

uktadu: L m V2+l k, x*+ 1

> > 1 k,x'=C i dokona¢ analizy trajektorii na plaszczyznie fazowe;.
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W dalszej analizie bedziemy korzystac¢ z faktu, ze przebieg energii potencjalnej uktadu
odzwierciedla charakter przebiegu trajektorii fazowych.
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