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część 2 – modelowanie, drgania swobodne

Poniższe materiały tylko dla studentów uczęszczających na zajęcia.
Zakaz rozpowszechniania i powielania bez zgody autora.

Modelowanie

      problem                      myślenie o problemie            model fizyczny          model matematyczny 
(prosty lub twórczy)

                                                 poprawa                                                                     rozwiązanie

                                                                               akceptacja                             analiza wyników        

                                            doświadczenie

W modelu fizycznym stosujemy: punkty materialne, bryły sztywne, nieważką sprężynę liniową,
tłumik  liniowy,  łączniki,  podpory  itp.  W  modelu  fizycznym  dokonujemy  agregacji  (redukcji)
układów elementów.

Rodzaje  tłumienia  w  układach  mechanicznych:  hydro-  i  aerodynamiczne,  w  połączeniach
ruchomych, wewnętrzne, konstrukcyjne.

Tłumik wiskotyczny: element reprezentujący siłę tłumienia o wartości proporcjonalnej do prędkości
jego odkształcenia.  Sprężyna liniowa: element reprezentujący siłę o wartości proporcjonalnej do
jego odkształcenia.

Agregacja – zastąpienie układu przez inny układ równoważny o mniejszej ilości elementów.

Równoległe połączenie sprężyn (przy odkształcaniu o jednakową długość): k z=k1+k 2

Równoległe połączenie sprężyn (z możliwością obrotu zamocowania): k z=
2 k1 k 2

k 1+k 2

Szeregowe połączenie sprężyn: 
1
k z

=
1
k1

+
1
k 2

  lub k z=
k 1 k 2

k 1+k 2

Łączenie tłumików – analogicznie do sprężyn.



Układanie równań ruchu

* metoda bilansu sił i momentów (metoda Newtona) – wynika z zasady zmienności pędu i krętu
* metoda równań Lagrange'a II rodzaju
* metoda d'Alemberta
* zasada zachowania energii dla układu zachowawczego

Mamy jeszcze wiele innych metod. Metody energetyczne są metodami ogólniejszymi i często w tej 
samej postaci mogą być również stosowane w innych dziedzinach (chemia, fizyka).
Dalej dla układów o 1 stopniu swobody stosujemy najczęściej metodę bilansu sił i momentów.

Linearyzacja

W przypadku drgań, gdzie wartości kątów są niewielkie stosujemy uproszczenie:
dla ϕ∈〈−8deg ,8deg 〉 sin ϕ≈ϕ cos ϕ≈1 tg ϕ≈ϕ

Taką sytuację często nazywamy „małymi drganiami wokół położenia równowagi”.

Drgania swobodne układów o 1 stopniu swobody
(drgania wywołane warunkami początkowymi)

Układ bez  tłumienia:
m ẍ (t)+k x (t )=0 , x (0)=x0 , ẋ (0)=v0

ẍ (t)+ω0
2 x (t)=0

ω0=√ k
m

– częstość drgań własnych; jednostka: [√ N /m
kg

=
1
s ]

f =2πω0 – częstotliwość drgań własnych; jednostka: [Hz]

Rozwiązanie: x (t)=A cosω0 t +B sinω0 t , A i B wyznaczamy z warunków początkowych

lub w innym zapisie: x (t)=C sin (ω0 t+ϕ) , gdzie C=√ A2
+B2 , tg ϕ=

A
B

Układ z tłumieniem:
m ẍ (t)+c ẋ (t)+k x ( t)=0 , x (0)= x0 , ẋ (0)=v0

ẍ (t)+2 h ẋ (t)+ω0
2 x (t)=0

dla h<ω0 (tłumienie podkrytyczne) przewidujemy rozwiązanie w postaci:

x (t)=e−h t
( Acos ω t+B sinω t ) A i B obliczamy z podstawienia warunków początkowych

ω=√ω0
2 – h2  - częstość drgań tłumionych

Wynik w innym zapisie: x (t)=e−h t C sin (ω t+ϕ) , gdzie C=√ A2
+B2 , tg ϕ=

A
B

Logarytmiczny dekrement tłumienia: δ=h T D , T D=
2π
ω
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Przykłady zastosowania metody sił do układania równania ruchu

1.  Drgania swobodne tłumione wahadła pionowego

Zakładamy małe drgania wokół położenia pionowego.

Odkształcenie sprężyny: ϕ L

Prędkość odkształcenia tłumika: 
d
dt

(ϕ L)=ϕ̇L

Wartości sił przy założeniu małych kątów: F s=k Lϕ

F t=c L ϕ̇

Siłę odśrodkową pomijamy gdyż nie wpływa na ruch drgający

(jest siłą promieniową prostopadłą do kierunku drgań).

Równanie ruchu układu: I ϕ̈=∑ M i

m L2
ϕ̈=−F s cosϕ L−F t cos ϕ L+m g sinϕ L

m L2
ϕ̈+k L2

ϕ cosϕ+c L2
ϕ̇ cosϕ – m g L sinϕ=0

Zakładając małe kąty i dzieląc przez mL2 :

ϕ̈+
c
m

ϕ̇+( k
m

–
g
L)ϕ=0

2. Drgania dźwigni kątowej

do samodzielnego wyprowadzenia
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Przykład liczbowy rozwiązania równania różniczkowego dla oscylatora harmonicznego 
tłumionego przy zadanych warunkach początkowych

2 ẍ (t )+80 ẋ (t )+1250 x (t)=0, x (0)=1, ẋ (0)=−2

ẍ (t)+40 ẋ (t)+625 x (t)=0

ẍ (t)+2h ẋ (t )+ω0
2 x (t )=0

h=20, ω0=25

ω=√ω0
2
−h2=15

Tłumienie krytyczne ( h<ω0 )

Rozwiązanie:

x (t)=e−h t( Acos ω t+B sinω t )

Podstawiamy pierwszy warunek początkowy:

x (0)=A → A=1

Liczymy pochodną 
dx( t)
dt

Podstawiamy drugi warunek początkowy:

ẋ (0)=−h A+Bω → B=
ẋ (0)+h

ω =1,2

Mamy więc rozwiązanie:

x (t)=e−20 t(1cos15 t+1,2 sin 15 t )

Wykorzystując wzory na sumę funkcji harmonicznych tej samej częstości możemy otrzymać wzór

x (t)≈1,56e−20 t sin(15 t+0,69)



Przykładowe zdanie z wykorzystania oscylatora tłumionego w zadaniu zaprojektowania 
zderzaka

Zderzenie samochodu ze zderzakiem modelujemy jako oscylator tłumiony dla którego zadajemy 
odpowiednie warunki początkowe 



A tak wyglądały by wykresy przemieszczenia, prędkości i przyspieszenia w tym zadaniu dla 
zupełnie przykładowej wartości tłumienia i prędkości początkowej (użyłem programu wxMaxima):

...takiego przyspieszenia 140G nikt by nie przeżył



Dodatkowe materiały



Poniżej  dokładne  matematyczne  wyprowadzenie  rozwiązania  równania  oscylatora
harmonicznego z tłumieniem
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