DRGANIA MECHANICZNE

materialy uzupelniajace do ¢wiczen

Wydzial Samochod6w i Maszyn Roboczych
studia inzynierskie

prowadzacy: mgr inz. Sebastian Korczak
czes¢ 2 — modelowanie, drgania swobodne

Ponizsze materialy tylko dla studentow uczeszczajgcych na zajecia.
Zakaz rozpowszechniania i powielania bez zgody autora.

Modelowanie

problem ——————» myslenie o problemie ——» model fizyczny —» model matematyczny

(prosty lub twoérczy) / //" i

poprawa » rozwigzanie

v
akceptacja «<— analiza wynikow

L

do$wiadczenie

W modelu fizycznym stosujemy: punkty materialne, bryly sztywne, niewazka sprezyn¢ liniowa,
thumik liniowy, taczniki, podpory itp. W modelu fizycznym dokonujemy agregacji (redukcji)
uktadoéw elementow.

Rodzaje tlumienia w uktadach mechanicznych: hydro- i aerodynamiczne, w polaczeniach
ruchomych, wewnetrzne, konstrukcyjne.

Thumik wiskotyczny: element reprezentujacy site thumienia o wartosci proporcjonalnej do predkosci
jego odksztatcenia. Sprezyna liniowa: element reprezentujacy sile o wartosci proporcjonalnej do
jego odksztatcenia.

Agregacja — zastgpienie uktadu przez inny uktad rownowazny o mniejszej ilosci elementow.

Rownolegle potaczenie sprezyn (przy odksztalcaniu o jednakowsg dlugosé): k.=k, +k,

2k k
Roéwnolegle potaczenie sprezyn (z mozliwoscig obrotu zamocowania): k& ,= lekz
1 2
zeregowe polaczenie sprezyn: Kk u v

Laczenie thumikow — analogicznie do sprezyn.



Ukladanie rownan ruchu

* metoda bilansu sit i momentéw (metoda Newtona) — wynika z zasady zmienno$ci pedu 1 kretu
* metoda rownan Lagrange'a 11 rodzaju

* metoda d'Alemberta

* zasada zachowania energii dla uktadu zachowawczego

Mamy jeszcze wiele innych metod. Metody energetyczne sa metodami ogdlniejszymi i czesto w tej
samej postaci moga by¢ réwniez stosowane w innych dziedzinach (chemia, fizyka).
Dalej dla uktadow o 1 stopniu swobody stosujemy najczesciej metode bilansu sit 1 momentow.

Linearyzacja

W przypadku drgan, gdzie wartosci katow sa niewielkie stosujemy uproszczenie:
dla pe(—8deg,8deg) sing~@ cosp~1 tgp~Q
Taka sytuacje czesto nazywamy ,,matymi drganiami wokot potozenia rownowagi”.

Drgania swobodne ukladoéw o 1 stopniu swobody
(drgania wywolane warunkami poczatkowymi)

Uklad bez tlumienia:

mi(t)+kx(t)=0, x(0)=x,, x(0)=v, P k m
$(t)+wyx(1)=0 "
|k s . . ) Nim 1
w,=41/— — czestos¢ drgan wlasnych; jednostka: —_— =
m kg s

f=2nw, — czestotliwos¢ drgan wiasnych; jednostka: [Hz]

Rozwigzanie: x (1)=Acosw,t+Bsinwyt, AiB wyznaczamy z warunkow poczatkowych

lub w innym zapisie: x(¢)=Csin(w,t+¢), gdzieCZ\/A2+Bz, tgcng

Uktad z ttumieniem: k
mi(t)+cx(t)+kx(¢)=0, x(0)=x,, x(0)=v, / m
$(1)+2hx(t)+wex(1)=0 = x(1)

dla h<w, (tlumienie podkrytyczne) przewidujemy rozwiazanie w postaci:

x (1) =M (Acoswt+Bsinwt) AiB obliczamy z podstawienia warunkéw poczatkowych

w=" (u(z)— h® - czestos¢ drgan thumionych

- . : Y A
Wynik w innym zapisie: x(¢)=e "Csin(wr+q), ga’zzeCZ\/A2+Bz, tgcpZE

_2n

Logarytmiczny dekrement thumienia: 0=h1T,, 7 ==



Przvklady zastosowania metody sil do ukladania réwnania ruchu

1. Drgania swobodne thumione wahadta pionowego

Zaktadamy male drgania wokot potozenia pionowego.

Odksztalcenie sprezyny: ¢ L

d .
Predkos¢ odksztalcenia ttumika: —(pL)=¢L

dt

Warto$ci sit przy zatozeniu matych katow: F .=k L@

F,=cLg

g
Site od$rodkowa pomijamy gdyz nie wptywa na ruch drgajacy ¢

(jest sitg promieniowa prostopadta do kierunku drgan).

Roéwnanie ruchu uktadu: 7 ¢= Z M.

mL’§=—F cosq L—F,cos g L+m gsing L
mL*¢+k L*@cosg+cL’pcosqg—mg Lsing=0
Zaktadajac male katy i dzielgc przez mlL*:

F(t)
A '
IA
a
b/2 b/2
- >
\J A1

g
L

/ /

do samodzielnego wyprowadzenia

2
1Acp+c%cp+kb2cp:F(t)a

#g

punkt materialny o masie m
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Przyklad liczbowy rozwiazania réwnania rézniczkowego dla oscylatora harmonicznego
tlumionego przy zadanych warunkach poczatkowych

2%(t)+80x(t)+1250x(t)=0, x(0)=1, x(0)=-2
X(t)+40x(t)+625x(t)=0
X(t)+2hx(t)+oix(t)=0
h=20, w,=25
o=yw.—h’=15

Thumienie krytyczne ( h<w, )

Rozwigzanie:
x(t)=e"(Acoswt+Bsinwt)

Podstawiamy pierwszy warunek poczatkowy:
x(0)=A » A=1

dx(t)
dt

Liczymy pochodng

Podstawiamy drugi warunek poczatkowy:

x(0)+h

x(0)=—hA+Bw » B= =1,2

Mamy wiec rozwigzanie:

x(t)=e ' (1cos15¢+1,2sin15¢)

Wykorzystujac wzory na sume funkcji harmonicznych tej samej czgsto$ci mozemy otrzymaé wzor

x(t)~1,56¢ *""sin(15¢+0,69)



Przvkladowe zdanie z wykorzystania oscvlatora tlumionego w zadaniu zaprojektowania
zderzaka

Zderzenie samochodu ze zderzakiem modelujemy jako oscylator ttumiony dla ktérego zadajemy
odpowiednie warunki poczatkowe
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A tak wygladaty by wykresy przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia w tym zadaniu dla

zupehnie przyktadowej wartosci ttumienia i predkosci poczatkowej (uzytem programu wxMaxima):
(¥141) v_0: 60/3.65

h : 405
x(t) := v _0*t*exp(-h*t)5
wxplotZd ([x(t)], [t,0,0.2], [xlabel, "time t [s]"], [vlabel, "Displacement x [m]"]);:
0.16
014
E 012
= 0.1
o
= 0.08
s249) | & 0og
E} 0.04
3 .
0.02
0 . . ;
0 0.05 0.1 015 02
timet [s]
(%044)
(%13%) w(t) := diff(x(t), t)$&
wxplot2d([v(t)]l, [t,0,0.2], [xlabel, "time t [s]"], [vlabel, "Velocity wvi(t) [m/s]™]1);
16
w
E
= gt
= 6 |
(3£40) Eg 4|
] 2t
2 L
4 . , .
0 0.05 01 015 02
time t [s]
(%040)
(%137) a(t) := diff(w(t), t)$
wxplot2d([a(t)], [t,0,0.2]1, [xlabel, "time t [s]"], [vlabel, "Acceleration a(t) [m/s"2]1"1});
200
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= 400
S 600 |
(Fe38) 1% 800 |
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timet [s]
(2038)

...takiego przyspieszenia 140G nikt by nie przezyt



Dodatkowe materialy
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Ponizej dokladne matematyczne wyprowadzenie rozwiazania rownania oscylatora
harmonicznego z ttumieniem
. m 3 ﬂ
X [m] "{s] ’([si‘l

o msz + CX *\(x‘o

o m [kg1
;Z ) Zh;‘} wlx ;O | )(fl?]‘;(o 7'(f0]=Va Mc
a ' c[v3]
t
[}Wld X(‘” - Xer , r '295(’0'0”( k[?n'\!—
NE 22
5.4
<l - Xre'! o [{E(TEL (7. 1
{ poddetony 1y s

H ‘:_V&
xe'e™ 4 L Xre s e =0
‘,L.&]_Lri "‘)DL: 0

N Lth“ i'ILJal

- e

g o 2h I ab2le” | fETs

! 7

i}
‘1}!“'{— - 9 ; 1 1
v, - zd ._,?-h"'/zlhmw, - <hednior

1delomie _
T E -kt —-(hl-z),"£

Q{' rl{,
)= C e v Ce™ =Cee 7 G

(e g

,ht lh‘_u;.,{.
A Z

=

on< O ( h 4""o) Flaprtnrs podknfﬁ{cw"\
m»\hnl--u: = (:JLJJZHL = ( &J C‘H"__ wSX*“'S'"X’

v “F - o — ismX
xt{\ - Q,rH (c1 e-l.b\)t " Cl Q_M ) e < e x y
XH: e'u (C Lobhﬁ -C4 smwfb T CLLO‘,I—)T + CLtomP
wf) = (’,"M ( C;acosw'(‘ +C Csfm.)‘(’)

! R e / 7 G { ) . -
fca‘*}‘dﬂwb 35 egdu wdjonef = iqudne X feonqy WLAmn pdpicLiaipt mage my  Joltons

L'»«'O-z{r [wmb"waq'-' POUAQ Lov

~ )P XA : (s« G
ARl —5’.‘_‘_ N ’%ﬁﬁ= 4 ""L[(g wswf'—}—tgsmco%) £ w.p.

— Lo o I " i

¢ y

~ b ! /

XMC A e s;h(wf+‘{’) |
B ST f | e .f. W= “T'r

% 1 i kl=247v',1'.

A:m _q.;f’i A x\'{f - A T= 5
g =efon £ T g o> o

£ | . 2. 9



LG.-\:E:J‘&MCGIM:! oiCke penl ﬂum‘ﬁn‘&

[t) = o5t
i KINL e :, e I/) (7> 2053 BN
J = In e S EJ‘H” (A’l WD

o A=0 ( h =y, ) - ’1’(\*“%"& k":ﬁ‘f‘—""\e-

f',:f‘l = —h 4}:‘08“) 30 ) -f\jyh PmTIbU}L‘\ 2 .,C.D/" !(Il.

xk)= (Cf ”Clt)

\
5
'A>O (L >w, “K;.mtemt’- ﬂodkﬂjﬂ(ane A

_ ]L__t L .1| L,z.__uu;. ‘:)
Xft)= e-—kt (C4 ¢ ﬁ{ +C1 < /

Sebastian Korczak, 30.11.2011
aktualizacja: 19.04.2012
aktualizacja: 7.04.2013
aktualizacja: 11.04.2014
aktualizacja: 17.04.2015



