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cze$¢ 1 — synteza i analiza drgan

Ponizsze materialy tylko dla studentow uczeszczajgcych na zajecia.
Zakaz rozpowszechniania i powielania bez zgody autora.

Symbol (E) oznacza zalecenie obejrzenie wykresow w arkuszu kalkulacyjnym

Funkcja okresowa: x(¢)=x(t+T), T#0
Funkcja harmoniczna: x (t) =asin (oo t+ cp)

a - amplituda
1
® — czesto$¢ w radianach na sekundg (ale wymiar jest 5 )

¥ — faza poczatkowa w radianach

w=2nf
_1 L 1
f =7 - czestotliwo$¢ w Hz lub S

sin(oc +[3)=sin(oc)cos ([3)+cos(oc)sin ([3)

cos (oc+B)=cos(a)cos(ﬁ)—sin(oc)sin (B)

Synteza (skladanie) drgan
- w kierunkach prostopadtych

np. wykres XY funkcji: x(¢)=sin(¢), y(¢)=asin(ft+b) (E)
- w tych samych kierunkach
* jednakowe czgstosci przebiegdw harmonicznych — efektem sumowania jest przebieg

harmoniczny:
Z a;sin(wt+@,)=Csin(wt+d), CZ\/A2+BZ, AZZ a,sing;, BZZ a;cos @, q):arctg%

* r0Zne czestosci przebiegdw harmonicznych — efektem jest przebieg niecharmoniczny, ale:
- dla czestosci wspotmiernych bedzie to ruch okresowy
- dla czestosci niewspotmiernych bedzie to ruch nieokresowy (prawie okresowy, quasi

okresowy)



Przyklad: dokona¢ syntezy funkcji

xl(t)ZZSin(—oot—%)
x,(t)=3 cos(—mt+%)

x5(t)=4cos(wt+T)

\S)

wynik: x,(¢)+x,(1)+x;(1)~3,38sin (0—0,21) (E)

Przydatne zaleznosci
sin(—x)=—sin (x)
cos(—x)=cos (x)

x+L

cos (x)=sin >

3sin (\/Et) —4sin(5¢) — ruch quasi okresowy (E)
2 .
2cos (gt— TE) —sin (6t+2) ruch okresowy o okresie S (E)

2sin6t+sin4¢ —ruch okresowy o okresie ™ (E)
Dudnienie
Zjawisko polegajace na dodawaniu dwoch sygnatéw harmonicznych o zblizonych czestosciach w
wyniku ktoérego powstaje sygnat harmoniczny o okresowo zmiennej amplitudzie.
Sposdb wyprowadzenia:
x(t)=asin(w, ¢)+asin(w,t), w,=0,+Ao, Aw<w,
Po przeksztatceniu drugiej czesci asin (0,¢)=asin(w, t+Awt) mozemy zastosowac wzory jak dla
sumy funkcji harmonicznych o tej samej czgstosci:
x(t)=asin(w, ¢)+asin(w, t+Awt)=Csin(w, t+@)
A=asin(0)+asin(Awt)=asin(Awt)

B=acos(0)+acos(Awt)=a+acos(Awt)

CZ\/A2+32=\/a2sinzAmt+a2+2azcosAmt+a2coszAmt=a\/E\/1+cosAwt

(Ao, Ao in (Ao Ao
tg(p—é— asin(Awt) _ sin(Awt) _ sin 2 t+ 2 /) _ 2sin 2 t)cos| 2 ‘) _
B a+acos(Awt) l+cos(Awt) 1+cos(A—t+%t) 1+cosz(ATt)—sin2(ATt)
2sin(A—wt)cos(A—wt) ZSin(A—wt)cos(A—wt) sin(A—mt)
2 2 _ 2 2 2 —tg(Amt)
. 2(Aw 2(Aw 2(Aw N\ 2(A® ) 2 Ao I NG )
sin”( 5 t )+cos’( > t)+cos’( 5 t)—sin*( 5 t) 2 cos’( > t) cos( 5 t)

t

>
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Z powyzszego: $=



Ostatecznie otrzymujemy:

~ w,+0w
x<f):ammsm(wlt+@_wt):mmsm( 12 n) ©

ANALIZA DRGAN

Stosujac podstawowe zaleznosci trygonometryczne mozna roztozy¢ proste funkcje okresowe na

sumg¢ funkcji harmonicznych, np.:

. 1. 1 .
2sin’2t= 5 sin2t——sin6: (E) (zachgcam sprobowaé z  sin*s  albo  cos*3¢)

Majac funkcje np.: x(z)=8sinz—10sin(2t+x/6)+3,5cos(7¢) mozemy obejrzeé jej wykres:

25
20

W sytuacji, gdy wykres sktadat si¢ bedzie z ogromnej ilosci sktadowych i1 zaktocen, sam wykres
bedzie nidst za sobg zbyt mato informacji w celach praktycznych (mogli bySmy tylko policzy¢

$rednig, minimum, maksimum czy tez odchylenie standardowe).



Jednak gdy poprzednia funkcje zapiszemy w takiej postaci:
x(t)=8sint—10sin(2t+7/6)+3,5sin (5t+m/2)
1 narysujemy dwa wykresy — oddzielnie dla amplitud sktadowych harmonicznych sygnalu i

oddzielnie dla ich przesuni¢¢ fazowych

10 1,8
1,6
5 1,4
: 12
T 0 qg 11
§ 1 3 4 6 7 3

a o 0,8
5 5 2 06
S 04
-10 0,2
0

-15 1 2 3 4 5 6 7
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to zestaw tych dwoch wykreso6w niesie za sobg wigcej informacji przydatnych praktycznie niz
wcezesniejszy wykres, gdyz widzimy dokladnie z czego sktada si¢ dany sygnal (mozemy lepiej

wnioskowac o tym jakie zjawiska wywotaty powstanie konkretnych sktadowych).

Szereg Fouriera

pozwala opisa¢ funkcje okresowa o okresie T za pomocg nieskonczonego szeregu funkcji

harmonicznych:
x(t) =x(t+T) 70 +Y (a,cos(nwt)+b,sin(nwt)), gdzie: w=2?rc
n=1
T T T
aozzf t)dt a —gfx Jeos(nwt)dt bnzgfx(t)sin(nmt)dt
TO T() T 0

Ponizej przyktady obliczen szeregu dla przyktadowych sygnatow.



A

T T
2 2 2A 2A
ao:?fx(t)COSOdt:f f AdeT[l‘];/z:?
0 T/2

a —zjx(t)cos(noot —f Acos( no)t)dt——A sin(nwe) ' _ 2A (sin(no T)—sin(nwT/2))=
T _TT,2 T nw |y Tno -

AT Sln(nZ—T) sin(nzn

Tn2mn T T%))Zﬁ(sm(znn)—sin(nn)):o

2 " . 2 " . 2A —cos(n(ut) g —2A
b == t dt == A dt=— = ) — /2=
" T{x( )sm(nmt) t Tfj,lz sm(n(nt) t T l P . an(cos(nw ) Cos(nw / ))

:%%(cos(nz_nﬂ—co (n 2n T)) ;;1(cos(Znn)—cos(nTc))Zn—::(l—cos(mc)):

T T 2
0, dla n=246...
_2A, dla n=1,3,5...
nw
x(f)zé—z—As' Z—Rt 24 ~——sin 6cm 2A =—sin 10“1
2 7 T 3 T | 5x T
12 A=10, T=10,n=10
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Leo s(nwt)dtZ%f tcos(nwt)dt=0
0

2 (At
:?!7 n(not dtdt—T—ftsm not)di=—

W powyzszych nalezy skorzysta¢ np. z catkowania przez czesci.
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Inne przyktady:

x(t)A x(t)A
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Warto zajrze¢:

http://pl.wikipedia.org/wiki/Szereg_Fouriera

aplet w javie liczacy szereg Fouriera dla kilku przyktadowych sygnatéw
http://www.jhu.edu/~signals/phasorapplet2/phasorappletindex.htm

poczynitem tez kiedy$ krotki artykut na temat przeksztatcen Fouriera, a raczej praktycznego
zastosowania:

http://myinventions.pl/index.php?page=AnalizaDzwieku

1 program ktory w nim opisalem (do uruchomienia pod Windowsem):

http://myinventions.pl/dydaktyka/analiza dzwieku.zip

program rysuje przebieg sygnatu i jego widmo, na podstawie dzwigku z mikrofonu w komputerze
(mozna przetestowa¢ gwizdanie, $piewanie, granie na instrumentach, pukanie, drapanie itd.)

Sebastian Korczak, 20.04.2013
aktualizacja: 15.12.2013
aktualizacja: 31.03.2014
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