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y Ogoélny warunek stabilnosci
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Ogolny warunek stabilnosci

i pl\ biegun

transmitancji

Wymuszenie impulsowe: x(¢)=08(¢), X(s)=1

Odpowiediimpulsowa:y(t):Ll{x(s)G(S)}:L1[ l }:eplf
S= P

(a,+jb,)t a,t jbt__

y(t)=e =e“'e’" ' =e""(cos b, t+ jsinb, ¢

Re y(t)=e“'cosh,t

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego



G(s)=—7A= y(t)=e""cosb, 1 Re(p,)=a,
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G(s)= = y(t)=

t
e“"cosh,t

a,=0

Re y(t]
Re y(t)
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stabilne asymptotycznie Re(p,)<0
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Ogolny warunek stabilnosci — definicja

Uktad liniowy o jednym wejsciu i jednym wyjsciu
jest stabilny, jesli czesci rzeczywiste wszystkich
biegunow jego transmitancji sg mniejsze od
zera.

(s- 2)(s- z,)o (5= z.)

(S_ pl)(s_ p2)...(S— pn)

G(s)=

Re p,<0 A Re p,<0 A ...A Re p, <0

\ —
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Przykiad 1

Zbadac stabilnos¢ uktadu korzystajgc z ogolnego
warunku stabilnosci

x(t

Q%@(S\ —;——\[ﬁ\“ —

p=4"-06 = =8 =8 ST 5y
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Przykiad 1

Zbadac stabilnos¢ uktadu korzystajgc z ogolnego
warunku stabilnosci

X(t) + G, (s)=— 1 yo
_ S +4s5+4
G2(5)=2
Y(S) G1 1 . 1

G(s)=

X(S)_ 1+G1G2_S2+4S+6_(S‘ p1>(S‘ pz)

pi=-2-2 2], py=-2+\2]

uktad jest stabilny z
R (p,)<0 A R (p,)<0 =  ogdlnego warunku
stabilnosci
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Przyktad 2
Dobrac wartos¢ wspotczynnika k; aby uktad byt stabilny.

C\A“\Qgig/b\« __
x(s) ¥ ENNE L y(s)
O ‘IS,S)_ZS—I

GZ(S)ka
— )
> >
C‘jﬁs): CH _ 25-1 S =
K %KS) /14‘6761 /]+\S\ B ?\5—*7 '\'g](/bp
25-1F
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Przyktad 2

Dobrac wartosC wspotczynnika kg aby uktad byt stabilny.

x(s) ¥ 5 y(s)

1 5
PF(—— Ekp)
1

Uklad stabilny, jezeli % (p,)<0 = kp>§
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Przyktad 2

Dobrac wartosC wspotczynnika kg aby uktad byt stabilny.

x(s)

5 y(s)
4& Gl(S)_2S— 1 0 G
Gz(S)ka
Odp. na wymuszenie skokowe:
G(S)Z Y<S> — Gl :2 I kp:% (uktad niestabilny)
X(s) 14G,G, 2 (1.3,
2 27

1 5
PIZ(E' 5’%)

Uklad stabilny, jezeli ® (p,)<0 = &k >l

y(t)
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Przyktad 2

Dobrac wartosC wspotczynnika kg aby uktad byt stabilny.

x(s) ¥ 5 y(s)

”Q—’— GI(S):ZS— 1 R ¢

- Y

Odp. na wymuszenie skokowe:

| . -
kp=% (uktad stabilny)

1 5
PIZ(E' 5’%)

y(t)
= - o w
- | ©n — wn N on (&%) o
__%__\

Uklad stabilny, jezeli ® (p,)<0 = k >=
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Przyktad 2

Dobrac wartosC wspotczynnika k; aby uktad byt stabilny.

stabilny niestabilny
x(s)| ¥ G (s)=—> iy
”Q_’_ AT TEEN IS
GQ(S):kP

1 5
PF(E' 5’%)

Uklad stabilny, jezeli ® (p,)<0 = k >=
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Kryterium Hurwitza

W matematyce

Warunek konieczny |
wystarczajgcy na potozenie
wszystkich pierwiastkow
wielomianu w lewej
potptaszczyznie
ptaszczyzny zespolonej

W teorii sterowania

Warunek konieczny |
wystarczajgcy na ujemng czesc
rzeczywistg wszystkich
biegunow transmitancji
operatorowej obiektu
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Kryterium Hurwitza — definicja
Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

b S +bm s" '+ +b,s+b,

/‘)s +@ }5 +...+a, S+a;

jest stabilny, jezeli:

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

17



Kryterium Hurwitza — definicja
Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

-1
b s"+b_.s" +..+b,s+b,

Gls) "+ "y +a, s+
a.s'+a, ;s +..+da,s+a,

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a,_,>0, ..., a>0, a,>0
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

m

m -1
b s +b_ s +..+b,;s+b,

Gls)= "+ "y +a, s+
a.s'+a, ;s +..+da,s+a,

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a,_,>0, ..., a>0, a,>0

@ . a a 0

an— 3 an— 2 an— 1

Mnxn: dy.5s Ay 4 d, 3
Macierz / ' ' '
Hurwitza 0 00
0 0 0

|
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

G(s)= b s"+b_ ., s™ '+..+b,s+b,

1
as+a, S +..+a,s+a,

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a,_,>0, ..., a>0, a,>0

/Az /A3 % A,
0 . a] 0. ofo
n-3 n-2 n- 1 . O O
Mnxn — n- 5 n- 4 n-3
. . , 0 0 0 a,| a,
A, - wiodgce minory gtéwne
i-tego rzedu macierzy Hurwitza 0 0 0 . 0 a
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

-1
b s"+b_.s" +..+b,s+b,

Gls) "+ "y +a, s+
a.s'+a, ;s +..+da,s+a,

jest stabilny, jezeli:

C@O’ “”PO’/@A A A
2 3 n-1

L L L .
@ detiA,>0 a ., a]l] o. oflo
de

0 a, ; a, ,| a . 010

n-1

. M a, s a, , a,;|. .
i, N
0 0 0 . q

A, - wiodgce minory gtéwne
i-tego rzedu macierzy Hurwitza 0 0 0 . 0 a
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

G(s)

-1
b s"+b_.s" +..+b,s+b,

-1
as+a, S +..+a,s+a,

. . C e sprawdzamy od n>2
jest stabilny, jezeli: P y

nie sprawdzamy det A_bo: detA,=a,detA, ,

@ a>0 -a. >0, .., a,>0, a,>0

A, A, A,
@ =T 0] o)
detA,>0 a , a,| O 0| O
det A3>O d,_ 3 n-2 n- 1 0 0
cee M — n-5 n- 4 n-3
detA >0 S S .
0 0 0
A, - wiodgce minory gtéwne —— a—li
I-tego rzedu macierzy Hurwitza 0 0 0
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Kryterium Hurwitza — definicja

Macierz Hurwitza

nxn
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Kryterium Hurwitza

n G(s) Warunki stabilnosci
Lls
1 ) \ a1>0, a0>0
(is+ay) ——
Lls
2 > (s) La2>0, a,>0, a,>0
a,s +a,s+a,
— 0 0 0 0
a.>0, a,>0, a,>0, a,>
; L(S) 3 2 1 0
a353+a252+a1‘5_-@ det|?> %150
dog a;
a >O,7>O, a,>0, a, >0, a,>0
L L(S) 4 3 2 1 0
4 Vo *rd.S°+d. s+ a. a . 1
a, s #a,s +a,s +a,s+a, det[3 450 a, a, 0
a, dy det a, a, da, >()
.
0 a, a
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Kryterium Hurwitza

Kryterium Hurwitza|# Kryterium Routh’a
(1876)

Kryterium Liénard’a—Chipart'a — modyfikacja kryterium Hurwitza
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Kryterium Hurwitza

Przykfad 1
G(s)=—* no
1057 +3 s+1
AN

R R

U\Lﬁw' (}150" &, >0 T STABR

(
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Kryterium Hurwitza
Przyktad 2

28 n =
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 3
3s-5 n="%

s +45°+35+10

G(s)=
o, =100 0,740 a0, e,T (000

X2 a4 O A
MB%; ko Oy Oy
0 © OLOJ
A B, = o o |y =11050

O Kt STAR! LN
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 4
1
Gls)= @ S
Ls) 354457 +65°+45+5 &y 00 2U
, O
dbn, = eSO
B A&’L Ll % (4
Gy g 0

0\0463: 0y :L[-g.(w,gic],(w_é,.(wﬁ:
/O Oy Ga |
=44 6-3-5) <O

OKIND wIE IS8T S RYT, MUK
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 5
Dobrac¢ parametr k aby spetni¢ kryterium Hurwitza

ks >0 ; 8,0 ®4:k>o; o 10
4S3+3S2+@S+1 e
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 6
Dobrac¢ parametr k aby spetni¢ kryterium Hurwitza
2
25 +ks'+(1+k)s+3

Do samodzielnego rozwigzania

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Hurwitza
Przyktad 7

Dobrac¢ parametr T aby spetnic¢ kryterium Hurwitza \
45
w(t) +~ce)| 4 (5) u(t) Gé(s) y(t) (S)_é::2S+l

Ty L S N —" —
(4 o\ _S3+2S2+S+1

) G cw
G@:Tﬁjiif(#:
e U, ]

G s ,
=gt Wir-sﬂ}/ z(#s -
4+ S e ,S,‘_f 33*2 'L:“
4 (T 1) (5 45+ 1) (%25 s+1) +4 5

b 5 o

N TT‘ <7+ (2T+1) 53+(T+L§sl+(ﬁ‘+5)s* 1
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 7
DobracC parametr T aby spetni¢ kryterium Hurwitza
)_ 4 s
w(t) + ~ e(t) G (s) u(t) G,(s) y(® G T's+1
'? l G 1
sS+25°+s+1
GG
G.(s)=——— A5 T a,=2T+1,
1+G,G, a4S taysTHa,sThastag \T+2 a,=T+5, a,=1
v = o
>0 7 At ®1 Z 1 Z) TJ“S)
0,20 —& [ 5’1 = +’)\§O = el
-\
020 —= [ =S ota |30 )
OO0 — Telk 3 | O %gs S 030,%, ~a, 0,5
| 0O & %4 .

— 0%
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 7
DobracC parametr T aby spetni¢ kryterium Hurwitza
4
G.ls)=
w(t) i?e(t) G.(s) u(t) G,(s) y(® 9) T's+1
1
_ G —
l O(S) sS+257+s+1
G,.G, 45

G.(s) a,=T, a,=2T+1,

1+G.G, a.s*ta.s+a.s +a. s+a
r o 4 3 2 1 0 —_ —_ —_

a,>0, a;>0, a,>0, a,>0, a,>0 - 7>0
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 7
DobracC parametr T aby spetni¢ kryterium Hurwitza
4
G.ls)=
w(t) i?e(t) G.(s) u(t) G,(s) y(® 9) T's+1
1
_ G —
l O(S) sS+257+s+1
G,.G, 45

G.(s) a,=T, a,=2T+1,

1+G.G, a.s*ta.s+a.s +a. s+a
r o 4 3 2 1 0 —_ —_ —_

a,>0, a;>0, a,>0, a,>0, a,>0 - |7T>0

STAB LV DA TS0
:T2+2>0@

-a3 a, o] —
A=la, a, a|=T’+T°-2T+950 ﬁ\i>_ 2.83

0 a, g 2o

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
= ul

a, a,

TA3+TA2-2'T+9
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Kryterium Nyquista — idea

X(s) + @) Y(s)
—~—=
Y EGz(s)
G (S): Y(S> _ G1<S)
N X(s) @1(6‘)(?2 s
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Kryterium Nyquista — idea

\

Niestabilny,
gdy:
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Kryterium Nyquista — idea

X(s) + Y(s) X(s) Y(s)

\

Niestabilny, G ...............

gdy: 12
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Kryterium Nyquista — idea

\

Niestabilny,

gdy: G ................
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Kryterium Nyquista — idea

\

Niestabilny,

gdy: GG =-1
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Kryterium Nyquista (szczegolne) — definicja

Uktad zamkniety ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli:
1) uktad otwarty jest stabilny i
2) wykres Nyquista uktadu otwartego nie obejmuje punktu (-1,j0).
// punkt (-1,j0) jest po lewej stronie idgc wzdtuz charakterystyki //

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego 41



Kryterium Nyquista (szczegolne) — definicja

Uktad zamkniety ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli:

1) uktad otwarty jest stabilny i

2) wykres Nyquista uktadu otwartego nie obejmuje punktu (-1,j0).
// punkt (-1,j0) jest po lewej stronie idgc wzdtuz charakterystyki //

ImG

otw

1

ImG

otw

1

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista (szczegolne) — definicja

Uktad zamkniety ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli:
1) uktad otwarty jest stabilny i
2) wykres Nyquista uktadu otwartego nie obejmuje punktu (-1,j0).
// punkt (-1,j0) jest po lewej stronie idgc wzdtuz charakterystyki //

Im Golw 1 Im Gotw 1
© >
'1 \) @
" uktad —Uktad
zamkniety zamkniety

stabilny niestabilny

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad T3; astian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przykfad 8
Dobrac¢ k aby spetnione byto kryterium Nyquista

LU W [ o
S s 435 +s+]
C;u(S\ = C\‘W'C\«L: - _ |
A &.(:S)@

5°+25 st

O C\J’V Fe b ? >3, 5&0 . CDJf\-J\(SJ
def ., =\ N ooy 25T shle
R ) e e AR

L Nygeste ( ) 2k -
OL"‘ﬂ \ﬁ/ ) CTH:J j —3(,) “Yo 4')“+1
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Kryterium Nyquista
Przykfad 8

Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista

x(s) T 2
>< >_._ G —_
1<S) S3+3 S2+S+1

G,(s)=k

-

Y

2k
S +35 +s+]1

GOM(S):GIGZZ

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista
Przykfad 8

Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista

x(s) T 2
>< >_._ G —_
1<S) S3+3 S2+S+1

G,(s)=k

y(s)
- —>

Y

2k
S +35 +s+]1

GOM(S):GIGZZ
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Kryterium Nyquista

Przykfad 8
Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista

T y(s)
= jQ_’_ Gl(S):s3+3s%+s+1 '-t -
G,(s)=k
G, (5)=G,G,=— 22]‘ - stabilny z kryterium Hurwitza
S+3s +s+1
Plo)= 2k- 6k’ 0(0)= 2kw’- 2kw

(1- 30’ ) +(w- o) (1- 30’ P +(0w- o)’
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Kryterium Nyquista

Przykfad 8

2k- 6kw’
(1- 307 ) +(w- o)’

Plo)=

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przykfad 8

2k- 6kw’
(1- 307 ) +(w- o)’

Plo)=

O(w)

2kw - 2kw

(1- 30° P +(0w- o)’

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przykfad 8
_ 2k-6kw’ 2k w-2kw
P(m)_(l— 307 ) +(0- o) Q<m)_(1— 30’ )+ (- o)
Lapios AH Q(w)

ukfad
zamkniety
stabilny dla =33k |\, = L
0 <k<1 V3
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Zapas modutu

/\ w [rad/s]
0 : : —- >
Mo,
- )
=,
E
—
P(w)
= K [rac]{s]
E i —
E
o
- JU
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Zapas modutu

Dodanie do ukfadu (szeregowo) /\ o [rad/s]
wzmochienia o wartosci zapasu modutu 0 : | Al L
spowoduje utrate jego stabilnosci w AM
czasie pracy ze sprzezeniem zwrotnym. !
=
Q(w) 1 =
AM ~
-1 P((o) : = w [rad/s]
lee! 1 i >
— SN R e s 4 s e iy
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Zapas fazy

w [rad/s]

w [rad/s]

[
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Zapas fazy

Dodanie do uktadu (szeregowo) obiektu o [rad/s]
opOzniajgcego o wartosci zapasu fazy 0 | >
spowoduje utrate jego stabilnosci w
czasie pracy ze sprzezeniem zwrotnym. 0
)
Q(w) 1 =
=
I~
-1 ' P((D) § : :(D [rac:l/=s]
N | g
— _ gp oAbl P L XU L L
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Stabilnosc uktadu a charakterystyka Bodego

Charakterystyki Bodego (wzmocnhienie + opdznienie)
nie ma interpretacji fizycznej dla uktadu niestabilnego!

% w [rad/s]

Przyktad: “ ()

0 [rad/sj

¢(o) [rad]

\

ad/sj

¢lo

w [rad/s
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Dodawanie charakterystyk Bodego

@c G0 G, [5)

() Cly) €3]

Ay i) ey G o)
|Ci)) € s = |Ce 1G4 |e

A |\ ‘ 4

‘C(\\S\A)‘ 6/3 M= :\C‘A‘)N)\\ngw)\ e;)<ﬁ"jq1¢/\/\36;2.>

/A\(L.S C(‘Xu) — A/\‘S (:‘1()‘4) + A{\«% (}'L&&UB
o) | = 1660 Gy )l
10k 16 )l =20 Log 16,4l + 20 oy | Gl |

y Gy




Dodawanie charakterystyk Bodego

|G(j(0)|€jArgG(jw):|Gl(j(U)|ejArgGl(jw)- |G2(jm)|ejArgG2(jm)

G(j )|V =|G, (jw)lG,(jo)} e/ Aeaeaecte)
Wzmocnienie: |G(jw)|:|G1(jU))} |G2(j(x))|- |G3 (]U))|
Wzmocnienie [dB]: 20log(|G,(jw)|)+20log (|G, (jw)]|)

Faza: ArgG(jw)=ArgG,(jw)+ArgG,(jw)
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Dodawanie charakterystyk Bodego — przyktad

TE B
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Dodawanie charakterystyk Bodego — przyktad

0,1 1 o [rad/s]

20 O— 0¢ TG T 20

w [rad/s] . % lw [racllfs]
£ ] % = 0 1'0 I
m — T1-20 =
= 3 ~
=) 3
'q y N A A
g FCE 0,1 1 w [rad/s] § | | |4 [rad{s]
- — | | if = 0.1 1 10
B B i <
o o —

 [rad/s] . s rc .
"TTTI alB E
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Dodawanie charakterystyk Bodego — przyktad

w200 C

=

S

B

— =
&

/5 -t

— - 20 2

-7

- [rad/s]

0,1

10
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Dodawanie charakterystyk Bodego — przyktad

B0 C

60 =
S
- w [rad/s]
E O 1 1 10 >
| | 9_ b
s
=) - It
= -20 2
- JT
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P

SIS
G (5)=Gp(s)G(s)
GP(S):kP

17.01.2020 TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

62



Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P

X(s) + y(s) Gp(s)G(s)
. G —
4?_ Gp(s) | G(s) T camS) 1+G,(5)G(s)
G (5)=Gp(5)G(s)
GP(S):kP
1 B 1 G zawsze
G(S>_TS+1 Gotw(S)_kp Ts+1 Stabilny,
Im| Im| G zawsze
. . . R stabilny.
-1 1 Re -1 Re
u %4 Blad w stanie
k, ustalonym:
kp
kP+1 xst
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P

X(s) + y(s) Gpls)Gl(s)
. G —
4?_ Gp(s) | G(s) T camS) 1+G,(5)G(s)
G, (5)=Gp(s)G(s)
GP(S):kP
1 k G . zawsze
Gls)= G — P o
( ) TfS2+Tzs+1 01‘W<S) Tfs2+Tzs+l stabilny,
Im 4 Im 4
G_ zawsze
R R stabilny.
( 1 Re -1 Re
\J @Z B%E}d A% Stanie
k; ustalonym:
Kp
kP+1 xst
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P

X(s) + y(s) Gp(s)G(s)
. G —
4?_ Gp(s) | G(s) T an(8) =72 (5G]
G (5)=Gp(5)G(s)
GP(S):kP
o) " G (o) Gotw.mOZe byc¢
TS+ +T 541 otw TS +T 5 +T s+1 st.abllny lub.
niestabilny 1
Im 4 Im 4 moze
-1 obejmowac

C\) | Re:

 —

=

Re
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P

X(s) + y(s) Gp(s)G(s)
4?‘_ Gr(s)]~{ G5 T GV = 136,576 ()
G (5)=Gp(s)G (s)
GP(S): kp
Gls)= e
Tys+T5s"+T s+1 \
Im
podsumowanie: -1
wickszy kp — mniejszy btad :
w stanie ustalonym Re
mniejszy kp — wiekszy zapas modutu
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P|

(s) + y(s) 1
XA_?"GP(S) > G(S) T GP(S):kP(l-l-H)

G (5)=G ()G (s)
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z requlatorem P|

4_?- Gp(s)— G(s)

i

a1 u1 Re

y(s) 1
G — k 1+—
T pls) ( Tl-s)
G (5)=Gp(s)G(s)
_ Tl- s+1 Go jGSt na granicy
G,nls)=k, T Ts4T 5 statl;}ilnoéci,
Im 4 G_  jest stabilny
1 Re G (0=0)— ©
wiec blad w stanie
i | ustalonym — 0
I T !
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Korekcja
Whptyw dodatkowego wzmochienia na uktad

hi b}g\f@ ‘
\

Wiekszy zapas modutu 1 fazy, Mniejszy zapas modutu 1 fazy,
Wiekszy blad w stanie ustalonym Mniejszy btad w stanie ustalonym

T Gls]
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Korekcja
Whptyw opbdznienia na ukiad

Gls) Gls
Im 4 Im
4—_\ -1/V'\
~ LIA Ré ’ Ré
L
WL
Wiekszy zapas Mniejszy zapas
modutu 1 fazy modutu 1 fazy
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Przez opdznienie

Uktadem PD

Przez calkowanie

Uktadem PI

Uktadem PID

Korekcja

K(S): 1+TS .
l+as+bs
_ T's+1
K(S)_kPOLTS+1’OL<1
k
Kis|l=1+
5] T
Ts+1
Kls|= 1
s Y aTs+1”
K(S)=k(Tds+l)(1+LS)
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Materiat na egzamin — wykiady od 1 do 14

(ponad 1100 slajdow...)
=

Wyktad 14 — wspobiczesne problemy teorii
sterowania, konsultacje

Wyktad 15 — powtorzenie materiatu,

informacje o egzaminie,
ankiety, konsultacje
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