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Ogolny warunek stabilnosci

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego



Ogolny warunek stabilnosci
Y(s)_ 1
X —_
( S) S plv\ biegun

transmitancji

G(s)=

Wymuszenie impulsowe: x(t)=0(t), X(s)=1

Odpowiediimpulsowa:y(t):L1{x(s)G(g)}:L1{ 1 ]:el’lf

(a,+jb,)t a1tejb1t:ea1t(

y(t)=e —e cosb1t+jsinb1t)

Rey(t)=e" cosb,t
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G(S):W:— y(t)=e" cosb,t
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G(S):W:— y(t)=e" cosb,t
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stabilne asymptotycznie Re( p,)<0
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Ogolny warunek stabilnosci — definicja

Uktad liniowy o jednym wejsciu | jednym wyjsciu
jest stabilny, jesli czesci rzeczywiste wszystkich
biegunow jego transmitancji sg mniejsze od
zera.

(s—z,)(s—z,)..(s—z)
(s—py)(s=p,)..(s—p,)

G(s)=

Re p,<0 A Re p,<0 A...A Re p, <0
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Przykiad 1

Zbadac stabilnos¢ uktadu korzystajgc z ogolnego
warunku stabilnosci

X & 1 y©

_ s +4 s+4
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Przykiad 1

Zbadac stabilnos¢ uktadu korzystajgc z ogolnego
warunku stabilnosci

O sy Lo o] O
_ s +4s+4
G2(5)=2
Y(S) G1 1 1

G(s)= (s) 1+G,G, s*+4s+6 (s—p,)(s—p,)

p,=—2-2Y2j, p,=—2++2

ukfad jest stabilny z

iR(pl)<O A m(p2)<0 =  ogdlnego warunku
stabilnosci
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Przyktad 2
DobracC wartos¢ wspotczynnika k_ aby uktad byt stabilny.

x(s) . y(s)

Gl(s)z ———>
2s—1 %
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Przyktad 2

Dobrac wartos¢ wspotczynnika k, aby uktad byt stabilny.

x(s) 6o y(s)
- AP l '
G2<S>:kp
G(S):Y<S): Gl :E 1
X(s) 1+G,G, 25—(1—5k)
2 2P
_(1_5
pl_(i 2kp)

Ukad stabilny, jezeli R (p,)<0 = kp%
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Przyktad 2

Dobrac wartos¢ wspotczynnika k, aby uktad byt stabilny.

x(s) 1 . y(s)
Gl(s)z ———>
2s—1 %
Gz(s):kp
Odp. na wymuszenie skokowe:
G(S): Y(S) — Gl :E 1 kp:% (uktad niestabilny)
X(s) 1+G,G, 2 s—(l—ik )
2 2 p 120 |
_ 1 5 k 100
P=l3-3%)
Ukad stabilny, jezeli % (p,)<0 = kp>%

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego 13



Przyktad 2
Dobrac wartos¢ wspotczynnika k, aby uktad byt stabilny.

x(s) 1 . y(s)
Gl(S): ———P
2s—1 %
Gz(s):kp
Odp. na wymuszenie skokowe:
G( )Z Y(S>: Gl :E 1 kp:% (ukfad stabilny)
X(s) 1+G,G, 2 (1.5, -
2 2 °F ;

1 5 32 |
o334, F
Uklad stabilny, jezeli R ( p,)

<) = kp>l /

0 5 10
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Przyktad 2

Dobrac wartosC wspotczynnika k, aby uktad byt stabilny.

stabilny niestabilny
| y(s)
Gl(S): S >——
2s—1 v
Gz(s):kp
G
G(S):Y(S>: ! :E !
X(s) 1+G,G, 25_ l—ék
2 27
1 5k
pl_(z_i P)

Uklad stabilny, jezeli R(p,)<0 = kp>%
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Kryterium Hurwitza

W matematyce

Warunek konieczny |
wystarczajgcy na potozenie
wszystkich pierwiastkow
wielomianu w lewej
potptaszczyznie
ptaszczyzny zespolonej

W teorii sterowania

Warunek konieczny |
wystarczajgcy na ujemng czesc
rzeczywistg wszystkich
biegunow transmitancji
operatorowej obiektu
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

m m—1
Gl )_bms +b s "+..+b,s+b,
5)= n n—1
as +a, s +..+a,s+a,

jest stabilny, jezeli:
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Kryterium Hurwitza — definicja
Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

-1
b s"+b__.s" +..+b,s+b,

Gls) "+ "y 4a, s+
a.s'+a,_,s" +..+a,s+a,

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a, >0, ..., a,>0, a,>0
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

-1
b s"+b__.s" +..+b,s+b,

G(s)

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a, >0,
©,

Macierz /

Hurwitza

i
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M

nxn

., a;>0, a,>0

—1
as'+a, ;S +..+a,s+a,
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Kryterium Hurwitza — definicja
Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

G(s)= b _s"+b__ s" '+..+b,s+b,

—1
as'+a, ;S +..+a,s+a,

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a, >0, ..., a,>0, a,>0

/AZ AB / An—1
® s
a_, 4a, 0 0
n—3 n—=2 an—l O
Mn o= n—>5 n—4 an—3_
A, - wiodgce minory gtowne 0 0 0 4
i-tego rzedu macierzy Hurwitza 0 0 0 0

i
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

G(s)

-1
b s"+b__.s" +..+b,s+b,

—1
as'+a, ;S +..+a,s+a,

jest stabilny, jezeli:

@ a>0, a, >0, ..., a,>0, a,>0

AZ AB An—1
: A

@ det A,>0 — a 0 0

dEt A3>O n—>3 n—2 an—l 0

M = n—>5 n—4 an—3_

detA >0 - . .

. . . 0 0 a,
A. - wiodgce minory gtéwne

I-tego rzedu macierzy Hurwitza 0 0 0

i
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Kryterium Hurwitza — definicja

Uktad liniowy typu SISO o transmitancji

G(s)= b _s"+b__ s" '+..+b,s+b,

—1
as'+a, ;S +..+a,s+a,

sprawdzamy od n>2

lest stabilny, jezeli:
jest stabilny, jeze nie sprawdzamy det A bo: det A =a,detA, ,

(1) a,>0-4d,_,>0, .., a,>0, a,>0

AZ AB An—1
® e an
det A,>0 = - a] 0. o] o
dEt A3>O n—3 n—2 an—l 0 0
M = n—>5 n—4 an—3_
detA,_,>0 e .
A, - wiodgce minory gtéwne 0 0 0 4 4
i-tego rzedu macierzy Hurwitza 0 0 0 . 0 gq

i |
17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego




Kryterium Hurwitza — definicja

Macierz Hurwitza

nxn
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Kryterium Hurwitza

n G(s) Warunki stabilnosci
L{s
1 (s) a,>0, a,>0
a,s+a,
L(s
2 > (s) a,>0, a,>0, a,>0
a,s +a,s+a,
3 3 2 a, d;
a,s +a,s +a,s+a, det >0
a, d,
L(s) a,>0, a,>0, a,>0, a,>0, a,>0
4 44 34 2t 4 a. a - ]
dys T3S TAyS TA; 5Ty | o938 “4l50 a; a, 0
a4, 4, detia, a, a;/>0
0 a, a, |
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Kryterium Hurwitza

Kryterium Hurwitza # Kryterium Routh’a
(1895) (1876)

Kryterium Lienard’a—Chipart'a — modyfikacja kryterium Hurwitza

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Hurwitza
Przykfad 1

5s+3
G(s)=—
10s"+3s+1
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Kryterium Hurwitza
Przykfad 2

. 2S
25 +s+20

G(s)
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Kryterium Hurwitza
Przykfad 3
35—D5
s’+45°4+35+10

G(s)=
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Kryterium Hurwitza
Przykfad 4

1
G(s)=
(s) 35'+45°+6s°+45+5
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Kryterium Hurwitza
Przyktad 5
DobracC parametr k aby spetnicC kryterium Hurwitza
ks
45°+3s’+ks+1
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 6
DobracC parametr k aby spetnicC kryterium Hurwitza
2
25 +ks"+(1+k)s+3

Do samodzielnego rozwigzania

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

31



Kryterium Hurwitza
Przyktad 7

DobracC parametr T aby spetnicC kryterium Hurwitza
4s
G,(s)=

WO s#~Of G (5) [MO]  G,ls) y® - Ts+1
1
i G ()=
l O<S) sP4+25°+s5+1
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 7
Dobrac¢ parametr T aby spetni¢ kryterium Hurwitza
4s
G —
w(t) J_r?e(t) G.(s) u(t) G,(s) y® r(s) Ts+1
1
- G (s)=
l O( ) s’ +2s°+s+1
GrGO _ 4 s

G,(s)=

= = a,=T, a;=2T+1
4 3 2 4 > M3 ’
1+G, G, a,s"+a,s’+a,s"+a,s+a,

a,=T+2, a,=T+5, a,=1
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 7
Dobrac¢ parametr T aby spetni¢ kryterium Hurwitza
4s
G —
w(t) J_r?e(t) G.(s) u(t) G,(s) y® r(s) Ts+1
1
- G (s)=
l O( ) s’ +2s°+s+1
GrGO _ 4 s

G,(s)=

= = a,=T, a,=2T+1
4 3 2 4 ’ 3 ’
1+G,G, a,s"+a,s’+a,s +a,s+aq,

a,=T+2, a,=T+5, a,=1
a,>0, a;,>0, a,>0, a,>0, a,>0 = T>0
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Kryterium Hurwitza

Przyktad 7
Dobrac¢ parametr T aby spetni¢ kryterium Hurwitza
4s
G —
w(t) J_r?e(t) G.(s) u(t) G,(s) y® r(s) Ts+1
1
- G (s)=
l O( ) s’ +2s°+s+1
GrGO _ 4 s

G,(s)=

_ _ 4 3 2
1+G,G, a,s"+a,s’+a,s +a,s+aq,

a,=T, a,=2T+1,
a,=T+2, a,=T+5, a,=1
a,>0, a;,>0, a,>0, a,>0, a,>0 = T>0

a, a,

A,= =T’+2>0 TER
a4, 4
a, a, O

TA+TA2.2T+9

A=la, a, a,|=T+T°—2T+9>0 - T>-2.83
0 a, q
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Kryterium Nyquista — idea

X(s) + G.(S) Y(s)
i G,(s) j_>
GZ(S): Y(S) — Gl(s)
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Kryterium Nyquista — idea

X(s) + G.(S) Y(s)
i Gz(s)j»
_ Y (s) _ Gl(s)
G*i) X(s)~ 146, (5)G,(s)
Niestabilny, - !
gdy: 172
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Kryterium Nyquista — idea

X(s) + Y(s) X(s) Y(s)

\

Niestabilny,iG g
gdy: 7172
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Kryterium Nyquista — idea

\

Niestabilny,iG g
gdy: 7172
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Kryterium Nyquista — idea

\

Niestabilny, : g
gdy: i C10
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Kryterium Nyquista — idea

animacja
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Kryterium Nyquista (szczegdlne) — definicja

Uktad zamkniety ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli:
1) uktad otwarty jest stabilny i
2) wykres Nyquista uktadu otwartego nie obejmuje punktu (-1,j0).
// punkt (-1,j0) jest po lewej stronie idgc wzdtuz charakterystyki //
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Kryterium Nyquista (szczegdlne) — definicja

Uktad zamkniety ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli:
1) uktad otwarty jest stabilny i
2) wykres Nyquista uktadu otwartego nie obejmuje punktu (-1,j0).
// punkt (-1,j0) jest po lewej stronie idgc wzdtuz charakterystyki //

ImG . 4 ImG_. A

otw otw

>
Re G otw = 1 Re G otw
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Kryterium Nyquista (szczegdlne) — definicja

Uktad zamkniety ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli:
1) uktad otwarty jest stabilny i
2) wykres Nyquista uktadu otwartego nie obejmuje punktu (-1,j0).
// punkt (-1,j0) jest po lewej stronie idgc wzdtuz charakterystyki //

ImG,,, 4 ImG,,, 4
-1c Re Eotw -1 ] Re Eotw
uktad uktad
zamkniety zamkniety
stabilny niestabilny
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Kryterium Nyquista

Przyktad 8
Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista
x(s) 7 ) y(s)
G,(s)=—5— > >
_ S +3s +s+1
G,(s)=k

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przyktad 8
Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista
x(s) 7 ) y(s)
G,(s)=—5— >
_ S +3s +s+1
G,(s)=k
2k
G, \s)=G,G,=
otw( ) 1~2 53+352+S+1

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przyktad 8
Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista
x(s) 7 ) y(s)
G,(s)=—5— > >
_ S +3s +s+1
G2(5>:k
2k

G =G,G,=
otw<S> 1~2 53+352+S+1

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

- stabilny z kryterium Hurwitza
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Kryterium Nyquista

Przyktad 8
Dobrac k aby spetnione byto kryterium Nyquista

x(s) 7 ) y(s)
Gl(s): 3 5 —P——
B S +3s +s+1 %
Gz(s):k
Gy (5)=G,G,=— 22k - stabilny z kryterium Hurwitza
S +3s +s+1
2 3
P((D): 2k—6kw Q(Uo)z 2ko"—2kw

(1—30)2)2+((o—w3)2’ (1—3w2)2+(m—m3)2

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przyktad 8

P(0)= 2k—6kw’ (o)

(1-30° ) +(o—w’)

17.01.2020 TMIiPA, Wykfad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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17.01.2020

Kryterium Nyquista

Przyktad 8
2k—6kw’ 2k’ =2k
P — , —
(@) (1-30’)+(o—n’)’ Qlw) (1-3w* ) +(w—n’)’
Qo) A
w=1 W= 00 w=0
S\ ~ " .
—1 —k 0 2k P(w)
——
—343k [\, -1

TMIiPA, Wyktad 13, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego
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Kryterium Nyquista

Przyktad 8
2k—6kw’ 2kw’—2kw
P — , —
(@) (1-30’)+(o—n’)’ Qlw) (1-3w* ) +(w—n’)’
Q(w) A
w=1 W =00 =0
\ ~ " .
-1 —k 0 2k P(w)
uktad
zamkniety .
stabilny dla —3V3k|N\. 1
0 < k <1 NN
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Zapas modutu

A
/\ o [rad/s]
O } t } >
Q(w) A )
B
»q
® '/\ - A
- P(o)
e=l w [rad/s]
E : >
\ 3
&
— T
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Zapas modutu

A

Dodanie do ukfadu (szeregowo) /\ o [rad/s]
wzmocnienia o wartosci zapasu modutu 0 1 | il [
spowoduje utrate jego stabilnosci w |
czasie pracy ze sprzezeniem zwrotnym. o
A
Q(w) A =
=
AM ~
J \
- :
1 Plo) 3 | o [rads)
E
\_ =
_J.E. ................................ :
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Zapas fazy

A
/\ o [rad/s]
O } t } >

Q(w) A )
=
B
i

> A

-1 Plw)

® [rac]/s]

),
¢(w) [rad]
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Zapas fazy

Dodanie do ukfadu (szeregowo) obiektu
opOzniajgcego o wartosci zapasu fazy 0
spowoduje utrate jego stabilnosci w

czasie pracy ze sprzezeniem zwrotnym. m
=

Q(w) A =

=

~

! > —
-1 P(w) E

Ag | 3
\_ -

-
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Stabilnos¢ uktadu a charakterystyka Bodego

Charakterystyki Bodego (wzmocnienie + opoznienie)
nie ma interpretaciji fizycznej dla uktadu niestabilnego!

Przyktad: X
E A W [rad/i]
1 . ® [rad/s>] E
G ( S ) - ) =
s+1 B
~
A
=
1 . o [rad/s>] E
G ( S ) - ) =
s—1 B
~
w [rad/s]
>
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Dodawanie charakterystyk Bodego
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Dodawanie charakterystyk Bodego

G(j(”):Gl(j(D)Gz(j(D)

G(jw)|e ™ =|G, (jo)le** |G, (jo) e/ BV

G(jw)e™ =G, (jo)||G,(jw)|-e/AEC:ierstliv)
Wzmocnienie: |G(j(x))|:|G1(j(D)|-|G2(jw)|.|(;3(jm)|
Wzmocnienie [dB]: 201og(|G,(jw)|)+201og(|G,(jw)]|)

Faza: ArgG(jo)=ArgG,(jw)+ArgG,(jo)
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Dodawanie charakterystyk Bodego - przykiad

i+ s+1 S
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Dodawanie charakterystyk Bodego - przykiad

A A A
0,1 1 o [rad/s]
20 0 LT [T — 20
o [rad/s] — A ) [rad»/s]l
m =, |
A g = ) ° 10
g —1-20 )
B =
=3
4 —4 A
FU ||
B EL0 1 olrads) £ o [rads)
3 E) 10 - 01 1 10
2 % 3
8- S—
o [rad/s] . 8—n
> — —_Jt
0 5 ;
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Dodawanie charakterystyk Bodego - przykiad

A
_
60 E’
40 < :(o [radls]
m 20 &
= o [rad/s]
— O : '
s 10 —
- —20 2
—40
—60 —7
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Dodawanie charakterystyk Bodego - przykiad

" @OBC

40

=

Z

.  [rad/s]
8 — } 3 >
o

m 20
= o [rad/s]
— 0 t >
E 10 —T |
- —20 2
—40
—60 — T
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem P

H{f—» GP(S) > (G(s) >—T >
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem P

X(s) + y(s) G,(s)G(s)
G -l G > =
4’(_ P G(s) () "T zam(s) 1+GP(S)G(S)
Gony(5)=Gp(s)G(s)
G,(s)=k,
! _ 1 G_  zawsze
G(S)_TS+1 GOfW(S)_kP TS+1 Stabilny,
ImT ImT G, zawsze
= T XN g stabilny.
\"/ %{ Blad w stanie
Kk, ustalonym:
kP
XS
k,+1 %
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem P

X(s) + y(s) G,(s)G(s)
G_(s) G(s > =
4’(_ P G(s) () "T zam( ) 1+GP(S)G(S)
Gy (8)=Gp(s)G(s)
Gp S):k p
1 k G zawsze
Gls)= — P .
(s) T{s’+T,s+1 Gonn() T{s°+T,s+1 stabilny,
Ima Im4
G, zawsze
( T 7 - stabilny.
\J @Z Blad w stanie
K>, ustalonym:
kP
XS
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem P

> G(s)

y(s)

1

G(s)=

Im A

2 3 2 2
T,s+T5s"+T s+1

-1

C\)1 Re

G oo ($)=

Im A
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G
= Guls)= Cpls)Gly
’T 1+G,(s)G(s)
G (5)=G(s)G(s)
GP(S):kP
k) G . moze byc
T5s’+T5s"+T,s+1 stabilny lub

niestabilny i
moze
obejmowac
punkt (-1,j0)

Blad w stanie
ustalonym:

kP
kP+]_ XSt
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem P

G G
X(S) + G.(s)|+ G(s) y(i) Gzam(S)Z P(S) (5)
_ ’T 1+G,(s)G(s)

G o (5)=Gp(s)G(s)
GP(S):kP

G(s)= 3

T s+T5s"+T s+1 .
podsumowanie: 1 .
wiekszy kp — mniejszy biad .
w stanie ustalonym Re
mniejszy kp — wiekszy zapas modutu
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem PI

X(s) + y(s)

H?*Gp(spc;(s) »T -  G,ls|=k,

G o (5)=Gp(s)G(s)

T.s

l

1+L)
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Kryterium Nyquista

Uktad sterowania z regulatorem PI

X(s) + y(s)

H?*Gp(spc;(s) »T -  G,ls|=k,

Gon[5)=Gp(s)G(s)

T.s

l

1+L)

G( ) 1 T.s+1 G . jest na granicy
S |= G = l 0 W. ;e
Ts+1 o (8)ZKs T.Ts’+T;s stabilnosci,
Im Im 4 . .
T G jest stabilny
zam

-1 U1 Re -1. R; Gotw (COZO) - X

wiec blad w stanie
)i | ustalonym - O
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Korekcja
Wptyw dodatkowego wzmocnienia na ukiad

Gls] k-Gls)
}m }m
-1 -1
Re Re
Wiekszy zapas modutu i fazy, Mniejszy zapas modutu i fazy,

Wiekszy blad w stanie ustalonym Mniejszy blad w stanie ustalonym
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Korekcja
Wptyw opoOznienia na uktad

Gls) Gls|-e ™*
Im 4 Im 4
-1 > -10 /\) >
Re Re
Wiekszy zapas Mniejszy zapas
modutu i fazy modutu i fazy
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Korekcja

1+T s
Przez opdznienie Kls)= >
1+as+bs
Ts+1
p— <
Uktadem PD Kls] kpaTS+1,a 1
. k
Przez catkowanie Kls|=1+
1+T s
Ukladem PI Klsl=a—=*L 451
al s+1
Uktadem PID K(s):k(Tds+1) 1+TL)
.S
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Materiat na egzamin — wykiady od 1 do 14
(ponad 1100 slajdéw...)

Wyktad 14 — wspoétczesne problemy teori
sterowania, konsultacje

Wyktad 15 — powtdrzenie materiatu,

informacje o egzaminie,
ankiety, konsultacje
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