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Transformata Laplace'a.
Transmitancja.
Wyznaczanie odpowiedzi uktadu.
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Transformata Laplace'a

Zalozenie:  x(t) - sygnat taki, ze dla t<0 x(t)=0

Transformata Laplace'a

funkcji x(t): | X(S):L{X(t)}:]g X(t)e_Stdt

gdzie: s€C, s=o+jw, j=v—1

Warunkiem koniecznym istnienia catki jest lokalna catkowalnosc¢ x(t) dlat <0, ).

Odwrotna

transformata _1 1 y*jo o

Laplaceax(t):  x(t)=L (X (s)]= anhm f X (s)e™ds
W= o
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Transformata Laplace'a

Przykiad 1

Obliczy¢ transformate Laplace'a funkcji x(t) korzystajac z definic;ji.

x(t)=e
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Transformata Laplace'a

Przykiad 1

Obliczy¢ transformate Laplace'a funkcji x(t) korzystajac z definic;ji.

x(t)=e
er=feterasf e as £
Xls|l=Le =] e e ¥dt=]| e 'dt= —
A A —[2+s] |,
B - (e(2+s)t i e—(2+s)0 _ 0 } 1 _ 1
it >0, R(s|>—2] —(2+S) —(2+S) —(2+S) —(2+S) S+2
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Transformata Laplace'a

ft), 120 F(s)
d(¢) unit impulse 1
](I] unit step ]:
1
’ ;
. n!
I g_n---]
b 1
¢ s+bh
=-Fr h
I-e s(s+b)
sin{wt) . :}m
cos(wt) gl-fmz
—&
sinh{w1) o
cosh (wr) : im
a-ft) a-F(s)
x(t)+y(t) X(s)+Y(s)
x(t)*v(t) convolution X(s)¥(s)
) ¥ (s)=(0)
0 1 5)-sy(0)- 210 tabela na
*[ } 0 m stronie
ﬂr"yf K I_d"']_y[l_ d"-zyﬂ_ _In—I,
o s'Y(s) i ) e s y(0) www
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flt); =0 F(s)
§(t) impuls jednostkowy 1
skok 1_
l( ) jednostkowy g
1
t B
S
n!
f” n+l
—bt 1
K s+b
l_e—b: b
s(s+b)
. [0
sin t) >
wi
cos (w?) 3,
. Q)
sinh(w?) R S
cosh(w?) 25
s —@
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Wiasnosci transformaty Laplace'a
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Wiasnosci transformaty Laplace'a
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Wiasnosci transformaty Laplace'a
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Wiasnosci transformaty Laplace'a

f(t), t=0 F(s)

a-f(t) a-F(s)

x(t)+y(t) X(s)+Y (s)

x(t)*y(t) splot X(s)Y(s

i Y (s)-

7 ST \S y(O)

Mdtzﬂ S Y(S)—Sy(O)—dydgo)
o 7 (5)- 20 L0 ey (0)
J ria F(s)

| [..] f(t)at F(”S)

f(t—) e ""F(s)
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Transformata Laplace'a

Przykiad 2

Rozwigzac rownanie rozniczkowe dla zadanych warunkdéw poczatkowych z
uzyciem transformaty Laplace'a.

2
dd{Z(t)Jd{iit)*ZY(t):l(t) , =—=2, y[0]=3, t>0
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Transformata Laplace'a

Przykiad 2

Rozwigzac rownanie rozniczkowe dla zadanych warunkdéw poczatkowych z
uzyciem transformaty Laplace'a.

2
ddfz(t) ‘3d{1(tt)+2ﬂt)=1(t) , —=—=2,y(0/=3,¢>0
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Transformata Laplace'a
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Transformata Laplace'a
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Transformata Laplace'a

Przykiad 2

Rozwigzac rownanie rozniczkowe dla zadanych warunkdéw poczatkowych z
uzyciem transformaty Laplace'a.

d'ylt) ,dylt dy (0
- 2 =1 =2 — >
i dt yltj=1(t), di , ¥10)=3, t>0
po transformacie 1% ( S) — 1—-75+3s°
Laplace'a 5(5_1)(5_2)

po rozktadzie na utamki
proste Y(s)=x =43 ———>——

po odwrotnej
transformacie y(t)

t 1 2t
Laplace'a 1(t)+3€ 2 ©
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Transmitancja — definicja

Dla ukfadu liniowego niezaleznego od czasu, o jednym
wejSciu | jednym wyjsciu oraz ciggtych sygnatach
wejsciowym Xx(t) i wyjsciowym y(t), transmitancja jest
stosunkiem transformaty Laplace'a sygnatu wyjsciowego
| transformaty Laplace'a sygnatu wejsciowego dla
zerowych warunkow poczatkowych.

29.11.2019 PAITM, Wyktad 8, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

21



Forma transmitancja

b"s"+b__.s" '+..+b,s+b
Standardowa: G(s)=——"m=1> 127

—1
as'+a, ;s +..+a,;s+aq,

lloczynowa: G(S):Y(s)_ (s—z,)(s—z,)...(s—z,)

X(s) (s=p,)(s=p,)..(s—p,)

Z, Zy, ..., Z, - Zera transmitancji

m

p. Dy, ..., P, - bieguny transmitancji
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Liczby zespolone — przypomnienie

S=0+jw
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Transmitancja
Prezentacja graficzna

G(s)=[G(s)]e’*C"

\J

dla kazdego s€C  dla kazdego s€C dla kazdego s€C
liczymy G(s)€C  liczymy |G(s)|€R  liczymy ArgG(s)€R
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Transmitancja
Przykiad

G(s)= 32_25 , narysowac: |G(s)| i arg G (s)
S+s—2

29.11.2019 PAITM, Wyktad 8, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

25



Transmitancja
Przykiad

G(s): 2—Ss s—2

s*+s°=2  (s—1)(s+j+1)(s—j+1)
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Transmitancja
Przykiad

G(s): 2—S _ s—2
P42 (s—1)(s+j+1)(s—j+1)

Bieguny: p,=1, p,=—1—j, p;=—1+j zera: z,=2
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Transmitancja

Przykiad
G(s)= 2=s Bieguny: p,=1, p,=—1—j, p;=—1+]

3, 2

S+s =2 zera: z,=2
25 =

G(s)
20
IS =
10 -
5 3
1
05 :
? ik = = = i Im's
° 1 -2
Re s ’ =
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Transmitancja

Przykiad

p.=1, p,=—1—j, p;=—1+]j

2
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Transmitancja

Przykiad
G(S): 2—s Bieguny: p,=1, p,=—1—j, p;=—1+]
3, 2
S+s —2 zera: z,=2
"k i
0.5 |
ArgG(S) O
1 F
-1.5 F
2
-2 2
-1 1
0 0
Re s 1 ; > 1 Ims
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Transmitancja

Przykiad
2—S : L _ : _ .
G(S): —— Bieguny: p,=1, p,=—1—j, p;=—1+j
S+s"—2 zera: z,=2

arg G(s)

Blurm o RN WS

i
Ly
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Transmitancja
Przykiad

2_5 Bleguny: plzl, p2:_]—_j3 p3:_1+]
SS+si— zera: z,=

L W

N

#:J

3-3
29.11.2019 PAITM, Wyktad 8, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

32



Wejscie i wyjscie

Transmitancja: G(s)= )

29.11.2019 PAITM, Wyktad 8, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

33



Wejscie i wyjscie

Transmitancja: G(s)= )

29.11.2019 PAITM, Wyktad 8, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego

34



Wejscie i wyjscie

Transmitancja: G(s)= )

Transformata Laplace'a wyjscia: Y(s)=G(s)X(s)
Wyjscie w dziedzinie czasu: y(¢)=L'{Y(s)]

y(t)=L"[G(s) X (s)]=L""{G(s)}* L [X(s)}=g(t)*x(t)
g(t) - odpowiedZ impulsowa uktadu ( y(t) dla x(t)=0(t))
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Splot

g<t>*x<t>=z g(v)x(t—7)d
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Splot

glt)x(t—t)dr

Q ey ©

glt)xx(t)=

g(t)%x(t)=?

— y(1)

b
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x(t) > g(t) —ylt)

g(t)*x(t)
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Wejscie i wyjscie

dziedzina czasu

x(t) > glt)  [——y()=glt)*x(1)
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Wejscie i wyjscie

dziedzina czasu

x(t) - g(t) F—y(t)=g(t)*x(t)
A e i

\J \/

X (s) > G(s) [—

dziedzina zespolona
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Wejscie i wyjscie

dziedzina czasu

x(t) > glt) | y()=g(t)*x(1)
Sl IR | T

\J \J

X(s) >  Gls) [—Y(s)=G(s)X(s)

dziedzina zespolona
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Wejscie i wyjscie

dziedzina czasu

x(t) > glt) | y()=g(t)*x(1)
A
Bl R | c s
\J \J
X(s) >  Gls) [—Y(s)=G(s)X(s)

dziedzina zespolona

29.11.2019 PAITM, Wyktad 8, Sebastian Korczak, tylko do uzytku edukacyjnego 46



Wejscie i wyjscie

g(t) at)
odpowiedz impulsowa odpowiez skokowa
y(t) dla x(t)=8(t) y(t) dla x(t)=1(t)

X A
V4 (t) y /_\/x(t)

przyktadowy 0
wykres \
przyktadowy a ( t)
wykres
o

| \,<h<t) g t
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Przyktady funkcji sygnatéw wejsciowych
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Przyktady funkcji sygnatéw wejsciowych

Brak wejscia: x(t)=0
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Przyktady funkcji sygnatéw wejsciowych

Brak wejscia: x(t)=0

Wymuszenie impulsowe (Delta Diraca): &(t)= o, t=0
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Przyktady funkcji sygnatéw wejsciowych

Brak wejscia: x(t)=0

0, t<0
Wymuszenie impulsowe (Delta Diraca): &(t)= o, t=0
0, t>0
Jendostkowe wymuszenie skokowe (funkcja Heaviside'a): 1(t)= g)’ ;;g

H(t)lub 1,(t)
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Przyktady funkcji sygnatéw wejsciowych

Brak wejscia: x(t)=0

0, t<0
Wymuszenie impulsowe (Delta Diraca): 8(t)={co, t=0
0, t>0
Jendostkowe wymuszenie skokowe (funkcja Heaviside'a): 1(t)= g)’ ;;g

H(t)lub 1,(t)

(t)z 0, t<0

Funkcja liniowo narastajgca: x
t, t=0
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Przyktady funkcji sygnatéw wejsciowych

Brak wejscia: x(t)=0

0, t<0
Wymuszenie impulsowe (Delta Diraca): &(t)= o, t=0
0, t>0
Jendostkowe wymuszenie skokowe (funkcja Heaviside'a): 1(t)= g)’ ;;g

H(t)lub 1,(t)

(t)z 0, t<0

Funkcja liniowo narastajgca: x
t, t=0

Funkcja harmoniczna: x(t)=asin(wt)
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Odpowiedz na wymuszenie skokowe

wejscie: x(t)=a-1(t) Transmitancja: G(s)
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Odpowiedz na wymuszenie skokowe

wejscie: x(t)=a-1(t) Transmitancja: G(s) wyjscie: y(t)="?

1 Y(s)=X(s)-Gl(s)

y(t)=L" (Y (s)]
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Odpowiedz na wymuszenie skokowe — przykiad 1

pojazd na ptaskim podtozu f(t) d(t)
m — masa pojazdu, ‘ m | <
f(t) — sita napedowa, .
d(t)=c*v(t) — opdr powietrza, dt — f (t)_ d (t>
v(t) — predkosc¢ pojazdu
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Odpowiedz na wymuszenie skokowe — przykiad 1
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Odpowiedz na wymuszenie skokowe — przykiad 1

pojazd na ptaskim podtozu f(t) d(t)
m — masa pojazdu, ‘ m | <
f(t) — sita napedowa,

d(t)=c*v(t) — opor powietrza,
v(t) — predkosc¢ pojazdu

O s " =70
fo msV(s)=F(s)—cV(s)
Vis) 1
t’ G(S)_F(s)_ms+c
0=forto V(S>:H(S)F<S):ms+c fo; s(ms+c)
Fls)=foy :
S 1 fo -1 fo c/m _& _e_Et
vitl=L [s(ms+c) =k [C s(s+c/m)]_ c (1 )
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Odpowiedz skokowa - przykiad 2

)
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Odpowiedz skokowa - przykiad 2

)
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Odpowiedz skokowa - przykiad 2

)
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Odpowiedz skokowa - przykiad 2

)
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Odpowiedz skokowa - przykiad 2

uclel =L wgle)=ile R = w(0)=ug(e
7)1 1 Uz 1
U | ):QC- ZCIzd :Efﬁdr—ﬁfuzdr
1
R uz(r)dt+u2(r):u1(r)
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Odpowiedz skokowa - przykiad 2

1 o ] . o
G(s)=
N um  © R|| U
T
Hl[‘r)za*l[r),
U,(s)=U,(s}-Gls) =a 11
s+?
—t A
HZ[:I) ZL_I’[US [:S”:ae 4 . /ul(t>
U, (t)

-
t
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Metody obliczen komputerowych
na potrzeby analizy transmitancji

Oprogramowanie do obliczen symbolicznych:

* Strona internetowa: www.wolframalpha.com

* Maxima (darmowe)

* Wolfram Mathematica (http://www.wolfram.com/mathematica/)
* Mathcad

* Matlab/Scilab

Wykresy sporzadzi¢ mozna rowniez w arkuszu kalkulacyjnym
(np. Excel, LibreOffice Calc)
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transfer function (8*s+4)/(2*5"4+7%5"3+11%5"2419%5+6) =]

EE A D

Input interpretation:

I WolframAlpha s

= Examples == Random

systems model

transfer function

A4+ 85

6+195+1152 + 753 4254

Unit step response plot:

D.'i":

D.E:

Lezs time

More time

Unit step ¥
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